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几何 不 等 式 是 一 个 魅力 无 穷 的 数学 分 支 。 

近 二 十 多 年 来 ,几何 不 等 式 的 研究 莲 边 发 展 ,速度 之 快 令 人 吃 
惊 。1969 年 ,0. Bottema 等 人 对 到 那 时 为 止 的 成 果 作 了 一 个 很 好 
的 总 结 , 搜 集 了 400 多 个 平面 几何 中 的 不 等 式 , 出 了 一 本 《几何 不 
等 式 》, 中 译本 ( 单 境 译 ,北京 大 学 出 版 社 1991 年 出 版 ) 私 180 页 。 
而 1988 4£ , D. Mitrinov 这 等 所 编 的 《几何 不 等 式 的 新 进展 》, 已 经 
是 一 本 包含 3000 多 个 不 等 式 的 大 部 头 的 著作 (1991 年 , 陈 计 与 
D. Mitrinovié & X; HEX 增添 了 1987 一 1990 年 中 出 现 的 147 
个 不 等 式 )。 

我 国 几何 不 等 式 的 研究 在 80 年 代 走 向 高 潮 。 常 庚 哲 先生 、 彭 
冢 贵 先生 等 介绍 了 Pedee 不 等 式 并 作 了 种 种 推 广 。 张 景 中 先生 、 杨 
路 先生 不 仅 研 究 平 面 问题 ,而 且 对 高 维 空 间 的 几何 和 不等式 作 了 开 
拓 性 的 工作 。 笔 者 在 1980 年 写 了 一 本 通俗 的 小 册子 《几何 不 等 
式 了 (上 海 教育 出 版 社 出 版 ), 起 了 一 点 “ 炉 风 点 火 ”的 作用 。 近 十 几 
年 来 ,国内 几何 不 等 式 的 文章 举 不 胜 举 ,其 中 以 陈 计 先 生 的 工作 最 
为 突出 ,无 论 是 质量 ,还 是 数量 ,在 国内 外 都 居 领 先 地 位 。 

为 了 交流 成 果 , 恋 续 前 进 ,1994 年 12 月 ,由 中 国 科 学 院 成 都 
分 院 与 南京 师范 大 学 等 单位 联合 在 南京 师范 大 学 举办 了 首届 全 国 
几何 不 等 式 会议 。 会 上 宣读 了 数 -十 篇 研究 论文 4 经 过 整理 ,汇编 或 
这 本 《几何 不 等 式 在 中 国 》, 除 会 议 交 流 的 论文 外 ,本 书 的 第 工 编 还 
收集 了 一 批 有 较 大 影响 的 论文 ,又 有 一 个 较 详 细 的 文献 索引 ,可 供 
参 者 。 由 于 篇 收 所 限 ,很 多 好 文章 不 能 不 割爱 ,收入 的 文章 有 些 也 
只 能 摘要 刊载 ,希望 将 来 能 出 一 本 更 加 完整 的 集 子 ,更 好 地 反映 国 
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ALEA ERR R E REA, 

欠 这 本 论文 集 可 以 看 出 ,无 论 平面 或 者 高 维 的 几何 不 等 式 ,我 
国都 有 深入 的 研究 。 前 者 可 以 陈 计 、 王 几 、 李 文 志 \ 石 进 昌 、 陈 胜利 、 
刘 健 等 先生 的 文章 为 代表 , 兰 者 再 以 张 好 中 、 杨 路 ,张楚 、 杨 世 国 、 
范 化 明 、 左 狂 如 、 毛 其 十 、 冷 岗 松 等 先生 的 文章 为 代表 。 这 些 工 作 或 
技巧 精 典 ,或 时 想 新 颖 ,其 中 有 不 少 深刻 的 结果 ,已 经 引起 国内 外 
数学 同行 的 关注 。 

几何 不 等 式 这 一 数学 分 支 , 不 仅 自 身 有 众多 的 问题 ,而 且 共 他 
数学 分 支 ,特别 是 组 合 几 何 , 也 不 断 产生 出 涉及 几何 不 等 式 的 问 
题 。 这 持续 涌现 出 的 问题 ,标志 荐 几何 不 等 式 的 研究 方 举 未 艾 。 这 
本 论文 集 是 对 国内 几何 不 等 式 研究 的 第 一 次 总 结 ,我 们 相信 这 本 
论文 集 的 出 版 一 定 会 将 几何 不 等 式 的 研究 推 向 新 的 高 潮 。 

非常 感谢 江苏 教育 出 版 社 与 王建 军 编辑 ,由 于 他 们 的 支持 与 
努力 ,这 本 论文 集 得 以 及 早 地 问世 。 
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Heilbronn fo I Ai £8 fy JL faf p -- 个 最 优 北 问题 . 设 pli: pz", 
p. EM i EDS nQI3)TE.EX 
(b, po p,)— mint Areal pp po Iles je Exin]. 
i K 是 平面 上 的 凸 集 ,定义 
l 
HK) m Rreack Pip BO Apep EK}, 


YCHL ORO FR) K BJ Heilbronn 数 , 而 满足 


GP b.) 
Area( K ) 


的 图 形 bip. b. FRU K PR n P ir) Heibronn 分 布 ， 
1950 Œ . Heilbronn 猜测 存在 常数 ec ,使 得 


" 
P — 
n 


—H,CGK) 


3X — f& Wer» A J. Komlos 等 人 所 省 定 . 他 们 证 明 存 在 常数 c li 
是 
cllogn) 
ns 


«H,. 


J. Komlos 等 在 1981 年 获得 H, 83 EF. 


€ 
H, <> 


这 里 “ 是 常数 ,w 一 了 一 e 一 1. 1428… 一 Eye 人 0. 

关于 Heilbronn 问题 另 一 方面 的 工作 是 给 定 凸 集 天 和 较 小 的 
E ARE nib SE 五 .( 天 ) 的 准确 值 并 找 出 相应 的 Heilbronn 分 布 ， 
M. Goldberg 在 1972 年 提出 关于 正方 形 的 Heilbronn 数 和 Heil- 
bronn 分 布 的 若干 狂想 ,它们 的 大 部 分 到 现在 还 没有 被 证 明 或 否 
E. 1979 年 以 来 , 杨 、 张 . 曾 ` 等 人 研究 了 Goldberg 的 猜测 和 正方 
ÉSZAK BATAR Heilbronn 数 , 获 得 了 一 些 结果 . 这 些 结 
果 包 括 ， 

定理 1 设 口 表示 正方 形 , 则 


H«C - 3 np -i. 
定理 2 设 入 表示 三 角形 , 则 


定理 3 UD ELSE NI 
HG) — 2 sin! Z sin 2 HD, 
H (D) = sin? Fsin 学 
1—7 分别 表示 正方 形 和 三 角形 内 nn 二 5,6 个 点 的 Heilbronn 分 
布 . M. Goldberg 猜测 当 n «8 时 ,正方 形 的 最 大 内 接 主 仿 射 正 n 
边 形 是 Heibronn 分 布 。 定 理 1 说 明 Goldberg 的 猜测 当 ”= 5 是 错 
的 ;} 当 n=6 EXER 134 5 — 7, H Goldberg 的 猜想 有 


H;,( ]p-0.0794--., 


。 杨 为 杨 路 , 张 为 张 景 中 , 曾 为 曾 振 柄 ,下 同 , -BE 
4 


X: EN. 
N ES 


而 图 8 给 出 的 图 形 则 证 明了 


HD >>. 0794% 


这 说 明正 方形 的 最 大 内 接 仿 射 正七 边 形 不 是 Heilbronn 分 布 。 
竹内 个 点 的 Heilbronn A, 24 «8 Æ MARE n AÉ, 
mi 24 z= 8E A P3 EnH E IR E Heilbronn p dp . 5] 9.10, iX 


图 9 图 10 


PPr" ps 是 单位 图 内 接 正 八 边 形 ， qiq92"…g? 是 单位 圆 册 接 正 七 边 
JE sije Je [9]. È , 则 有 
sin Ž 
2x C 
XT Heilbronn 数 H, (KOHI LR Dress 80 Ax E HR T TRE HJ 
定理 4 设 关 是 平面 任 一 凸 集 , 则 


9— v 8 
10 


2 一 1 
(ipit pa) 一 ES s gigat Ys) = 


HKL HOKE, 


H, GO 


等 号 成 立 的 条 件 当 n= 二 5,6 时 ,KK 分 别 是 仿 射 正 五 边 形 和 仿 射 正 
六 边 有 形 ; 当 n= 二 7 时 ,KK 如 图 11 所 示 。 
由 Blaschke 关于 仿 射 微分 几何 的 一 个 结果 ,可 得 下 面 的 定 
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Al 


理 ， 
定理 5 设 天 是 平面 任 - 2558 Ul 


HK 


FEIRAL K ERA. 
我 们 猜测 ,下面 的 不 等 式 


] — 
H,OR)z— —— —-,H,(K2:23—2 V2, 
2 6 一 ] 


对 于 平面 任 pum ng. 

Heilbronn 数 的 计算 可 化 为 下 面 的 最 优化 问题 ， 设 Pribor’ pm 
AE PEER PEREGE K UD RIT gom DE pai, 
po 是 Pipe p, PHJ I aan £20), EE 


Alm, i) = NU T ms 5 Supp, Bit Pmi be). 


这 一 问题 已 获得 的 非 平凡 结果 包括 在 定理 6 和 定理 7. 
定理 6 iZ bp * b. 是 Em ES m MË s bmtir ts pma i dÈ 
Pbre Pa PRLE BIO DEWE. 则 


1 2 
hC3,2) —— im -,.À(3,32— i E 
4 十 11+3 y 


2/3 


cea 


] H 
h(4, 1) — —————,h(4.2)———. 
十 2 v2 8 


h(5,1)=0. 14860979-- (6,1) — 1. 


其 中 ,hh(5,1) 是 方程 11 十 10 十 5p 一 1 二 0 的 唯一 实 根 ， 

定理 7 han DME, M 

hon, = S sin! 7 

| 对 3smx«7 成 立 ， 

我 们 猜测 定理 7 对 所 有 m8 也 是 成 立 的 . 

定理 6 和 定理 7 中 的 结果 ,h(4,1) 是 马 援 , 王 振 得 到 的 . 

h (3,22 A (4,2) AG, DAC, DAR AG 0) 3E HF 3 Dress , $% 
等 证 明 的 ,图 12— 15 给 出 它们 相应 的 最 佳 图 形 . 


A 


图 12 图 13 
图 14 图 15 
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证 明 与 Heilbronn 问题 有 关 的 几何 不 等 式 的 “个 有 效 方法 是 
图 形 的 扰动 .下面 我 们 用 扰动 的 方法 来 计算 (3,3) 并 寻找 (3,3) 
对 应 的 最 佳 图 形 ,我 们 要 证 明 : 

定理 8 设 pipzp; 是 一 三 角形 ,ps,p;,pe 是 pipsp; 中 的 三 
点 . 如 果 


(hibibibabb 
Area( p, p, p.) Eom) 


成 立 , 则 必 可 将 pis pss ps 重新 编号 使 得 
Areal pi paps) — Area( p. bip — Area pi pips) 
= Área( p, p, f.) — Area (pips p.) 
= Area (paps pe) = (pi papafa spi) 
为 表达 方便 ,我 们 记 
Area (p, b, p.) = (p;p, pa). 
如 果 某 一 三 角形 ppp, 满足 
Gh bb) — Gn pim bio, 


FR p,p,pi ERW Gigho. 
WEBA Z5, 22140 HER Po Pz» Pas Pas pss ps 分 别 为 
A Xd. E e 4 
(6,0, 0.0.0. D.[ £, s] 9" shl ra 


(pipspapspsps) 一 一 5 Gn pss 3. 


W hibb: 是 -- 三 角形 ， Pibo Ps 是 Pippi 中 的 三 点 . 如 果 通 
过 pis Ps» ps 的 三 条 直线 中 有 两 条 ,例如 bi bo pb BERI bibi: 的 
某 两 边 , 例 如 pip. s pip, 相交 , 则 下 面 四 者 总 有 一 个 成 立 ; 

(1) pobC€bbbs 

(2) bp €bibbs 

(3) DbeobRChbbs 


(4) pb; Pippe 
而 每 一 种 情况 都 使 得 


(bi Pip) 7 2rnin bp, pi? ta, 2) nin Gb, p) 


—(64-2 V 3 )min(p,p,p.). 
所 以 
min p p. — m (n bp AD Qus pa 
即 这 时 图 形 pypspspipsps 取 不 到 天 (3,3) (参见 图 16). 


图 16 图 17 


设 pipzps 是 一 二 角形 ,pa pos pi 是 ppzps 中 的 三 点 .不妨 设 
psps 与 bipes bibs 相交 ,psps 与 Pipes bibi MZ, pips 与 bibi. 
pzp: 相交 ,如 图 17 所 示 . ERE, pis bos Pa Pos Ps» ps WRR 20 个 
三 角形 中 ,有 ?7 个 显然 不 可 能 是 紧 的 ,它们 是 

Pi Pebr pipparp papsr Pi popas ipopasPafspss ppaps 
我 们 欲 证 ,如 果 
min (pp, pe) —-h (3,30 C pi po) 
成 立 , 则 必然 有 

I. (hippi) = (ppaps — (Opi pbips) = minl p ppe); 

Ab JZ IR Chopib) > min Cpp pa) s W pips 的 延长 线 作 Éi 的 微小 
移动 至 py ,使 (ppp3ps) 主 min (pp,ps) 仍 成 立 , 则 在 其 它 12 个 可 
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能 是 紧 的 三 角形 中 ,扰动 产生 的 面积 变化 如 下 : 

CPi Papa) Ubi paps) (m Pub Obs P b Obs PS PO E s 

(bip P> Ob pup Op P> Cb bp, 

Chebi ps) >Cprpaps) s Pepi P> pipi. 

CPi PODS On Pap s api P> Orsi? s 

Cpi Ps pa) Oba pipe. 
XX WEBHEDO EJE pipspap:'pips CRA AG, D BAHAT 
能 是 紧 的 三 角形 必然 包括 在 下 面 5 Tz. 

Pi PaPa. Pipapir pipipss prpspe ppsps: 
注意 到 maxi l pipip)» (Pips po T> iprps) ,所 以 Ps Phs Dass 
中 最 多 有 - -个 紧 的 ,不 妨 设 
(papsps} 7 minCp p, pa), 
则 Pi Pabba pops 中 可 能 是 紧 的 二 角形 有 4 个: 
PipoiPss Pi Ps Ps» Pi Ps Pas papspa 

这 4 个 二 角形 中 与 p 关联 的 只 有 pp:ps. 再 作 p. 的 微小 移 
动 p. B Cpu pe P0 = Gh pip H pip. H p.p. N 

Gu b psps Pub SCP papapi pipspo) pppspups ps) 
成 立 ,和 而且 

Gh bi! Bi pippi). 

这 导致 


Gub bibi bib. Pbb po 
(bib; p) n (bi pops) —h(3,3) 


矛盾 ,这样 就 证 明了 断言 1 . 
注意 到 下 面 的 三 个 关系 式 总 是 成 立 的 ， 
max[ Gs papi) Goo pups) T> Copa p) 25min Cp p,p): 
max[ Cp. p) Cos pps) 177 Co ps p) 22min Gp p, pa); 
max[ psp. pa), (pipspe) J> (prpipe) min (hppa). 
在 组 合 不 变 的 意义 下 ,这 三 个 关系 式 可 以 分 解 成 下 面 两 种 情况 ， 
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E. Cpripps) Ospupii bupup mb pp. 

(papspe) paPsPe) (pops >m pippi)» 
(pipspse) I Un pub (ps pup >m pipip); 

I’, (hipp) ppaps) (pu pip >m p p,p)» 
(papspe) Gn pspi s (pspspe) mb pipi), 
(papi pI) pps pe) (paprpo) >m pippa). 

我 们 往 下 证 ,如 果 
minl pip P) —hC3, 3) C pippa) 
RML EREEREER, SEDI Y JR. 为 此 反 设 1' 成 立 ,这 
A Chipp) Chp) ,有 
L bibibsto Z pipspysm, 
L Pibibsc Z pipspaccm. 
所 以 
(pipspe) > (Obi pup zz minCpp;pi). 
同 理 可 得 
Cpap) > Óps psp) Zzmin pip, pa). 

所 以 ,在 pipspspspsps 形成 的 20 个 三 角形 中 ,已 知 有 下 面 的 12 个 
肯定 不 是 紧 的 : 

PiPipss Pi pebas pipspss pipaprs Pi PaPe» papspss Pappe, 

PPa Ps» pibsbisbsbapesibsbesbspipss 
20 个 三 角形 中 有 3 个 肯定 是 紧 的 ; 

Pibzsps» Pepspispipsaps; 
其 余 的 5 个 三 角形 是 ， 

bhifibisbibibssfofapbossfPopspesbipspe. 
TF b. 的 微小 移动 pi € pspspss papi // pspss 但 pi ps 不 平行 于 
pipi ,使 得 已 知 的 12 个 不 是 紧 的 三 角形 保持 不 紧 . 其 余 8 个 三 角 
形 中 没有 改变 的 是 l 

Pipafes Pifspso PPs pe 
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面积 有 改变 的 五 个 三 角形 有 : 
Obupi poy > Cprppe) bibi ps) Ou, 
(pipi PO pipip) s (ps Psp) = (Opus po 
Gbipi 0 C prps pa). 
最 后 -ATEKA psp pips pe) ;所 以 
L pspspad- L PaPe Pi ZR, 
LPs Pabat Lp pps 
特别 好 ,如 果 严 格 不 等 式 人 (pspsps) 盖 (papsps) 成 立 , 则 导致 
(pepsps' )> Obss» 


{pipspspr pspe) (PiPPa PaP Po) 
MPAPzP3Pa PsPS?2—. MPVPRPSPAPSPS 1 (4,3)., 
(PiPPa) 7 RA ASe 


与 断言 1 矛盾 . 
Wl Cpipspa) — Gubipo T minCoip, p RS. , Bt] 
(papapi ) (prpsps). 
这 时 ,扰动 得 到 的 图 形 PipPzpPspPs psps 满足 


2127 232792129 0859 21212121 232231 
(PiPPa) 7 bib) 


而 且 其 中 最 多 只 有 下 面 的 四 个 三 角形 可 能 是 紧 的 : 
Pipsps» Pababa «ibipss ps spy. 
注意 ,扰动 p WE pi ps 不 平行 于 Pap1; 所 以 ,或 者 
Lp: Pepi tHL Ppp > 


ZAG,.3), 


成 立 ,或 者 

Z bibit TZ papi >an 
成 立 . 作 p. 的 微小 移动 ps € pipi ps 或 Pibibss Pss // pr pa, WU] 
相应 地 有 

Lpsps py. Lpspips>r 
或 者 

Z bs pspst L Psp >T, 
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总 有 

(ipipi Y> Gu papi s CPi ps b) m (ps psps). 
34 ps 的 扰动 足够 小 时 ,pjpspsps' psps 中 原来 不 是 紧 的 三 角形 保 
持 不 紧 . 所 以 


9212725702342 ~、 212143282343 PPP ET 
(Gibbs ^" pd C7 


成 立 , 也 与 断言 1 矛盾 . 
以 上 证 明了 如 果 图 形 pp:pspspsps 满足 
min (p pip) —hC3, 3) * Cu papa, 
则 断言 1 在 组 合 不 变 的 意义 下 成 立 . 出 工 立 即 可 得 
ppipst Lpapspin, 
Zpsbibst Zbpipspistm, 
所 以 
pips pa) > Obi bu bi minl pip, pr), 
mE 
(bip. pi > Cb pu po min lpp pa)» 
(ipii) T7 Ubs psp.) z2minCp, p, pi). 
我 们 接着 证 明 ,断言 工 保证 下 列 两 式 成 立 ， 
V. Cb; bip.) —minCo,5;p; 
N. Pibes Popipss Pspspe3 个 三 角形 中 至 少 有 两 个 紧 的 ， 
观察 ppspspspsps 的 20 个 二 角形 ， 已 经 知道 除 下 面 7 个 三 角 
形 以 外 都 不 可 能 是 紧 的 : 
Pipibss Pababa» Pi Paps prpipss PoPa Ps o Paps Pas papsps. 
Al R CP. ps ps) 77 min Gb bo PRSE SUE pzps 的 延长 线 作 b. 的 微 
小 移动 p ERRE bibibibibsbs 的 已 知 13 个 不 是 紧 的 三 角形 保 
持 不 紧 , 并 且 保 持 不 等 式 
(pr PsP > ppspapspsps) 
成 并 .注意 到 bip. :Pipspss Papsps 在 扰动 之 后 不 变 ,而 
14 


Gpipi MT papapa) s CP Pa” b» Pippe) s (Pepi ps) papa ps. 
于 是 扰动 得 到 的 图 形 bi ps bibi bits 满足 
(Pibo ba Pa Papa). Gn ‘papsprpsps} —=h(3,3). 
(Piep) a Cpi paps) 
B gp A. Tua RE. 

AWEH TEN 成 立 . EWE bibibes Pebibss Pubs 三 者 至 
少 有 个 是 紧 的 , 不然, 如 果 psps 不 半 行 于 bibi bulbs 不 平行 于 
ba EE pups PETF bb 有 一 个 成 立 , 例 如 Psps 不 半 行 十 
bsb: 成 立 , 则 由 工 有 
. L Pipipaia t L pupspim. 

TE p. 的 微小 移动 ps' € Pupibss bi Pe// pspr, 使 图 形 pipspspipsps 
中 原来 不 是 紧 的 三 角形 (它们 是 除 pipid HPP bibs: Hipp 
以 外 的 所 有 三 角形 ) 保 持 不 紧 , 则 有 


Zh Pbi t LPDP: >n, 
(papaps 229 (popsp). 
以 及 
(pr pspr)= (ppspe). 
RFH 


Gi Pabapi ba Psps) Gibibubibibi) 
ECT bb) ^" o (ub 


与 断言 1 矛盾 . 如 果 pops / bibe bibs h bibi pihs f pipi 都 成 立 ， 
WHERE ps! € papspss Psps! / bibis! € pipsprs Pebe / Pipzs 
使 图 形 bipipipipips 中 原来 不 是 紧 的 三 角 丧 保持 不 紧 , 则 有 
(pipip )= ppspe), (pipsps') ~ (n bibi 
(pups pe 027 (pps' pe) m (bbs p). 


—h(3,3). 


这 时 


Gibibibibi bí... (pipspspsps Po 
Cb Papa) = Gybipi ) 


—h(G;,3). 
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EI ERES 
以 上 证 明了 pipipis Pibubss Pspsps 三 者 至 少 有 一 个 是 紧 的 ， 
下 面 继续 证 明 断 言 外. 不妨 设 l 
(pss pi) =min (p pipi» 
MANS E 
(papspe) > (pipa p) —minCpip, p), 
于 是 
Zbsbsbvt Z psbupiorm. 
如 果 三 角形 pipip pzpips 都 不 是 紧 的 , 即 
(ip. bi) mintp p, pi) Cb pu p.277 minCpip, p), 
WWE p. 的 小 扰动 pi € bibibss Papi! zt 使 图 形 PifiPspabsbs 
中 原来 不 是 紧 的 三 角形 (它们 是 除 pipsp。 "Papspas Pipspss papspss 
Pspsps 以 外 的 所 有 三 角形 ) 保 持 不 紧 . 这 时 因 
L p Bibat AP pp >n, 


有 

(bipipi 277 (PzP). 
显然 

GV bip = (ppsps). 
所 以 


(bibibiba Psps) (piprpspspsps) 
~ Sb/ EIP RP PAF sf’ o 
(bibi) 7 (hbip) 0909) 


与 断言 1 牙 盾 . 所 以 三 角形 Pibubss Popaps 二 者 之 中 至 少 有 一 个 
也 是 紧 的 . 这 样 就 证 明了 断言 N. 
AlI VREER 8 成 立 . 

定理 9 id bibupi 是 一 三 角形 Per Pss Pa 是 pipsp; 中 的 三 
ARA FREM.: 

OD pups 与 pzPi、pzps 相交 ， 记 ps 与 papa. papi WX, pup. 与 
PiP Pip 相交 ; 
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(22 piii) = Gupip = On pip 
—Gipibi m (PPs pe) = Gipspo 
—Gibibibibspba). 

那么 


2 
( 2443474 ) ( ] ) 
pipibipsPshs TEEWAS Pippa 


BL. 

WEB] 设 己 表示 所 有 满足 pipip E pipzps MERO), O) 
的 图 形 pipipipibsps 的 集合 , 则 定理 9 的 证 明 妇 结 为 解 下面 的 非 
线性 规划 : 

I .supimin(f.p,piD |PipspspapspeC€ P. Cpipspa) —const. } 
注意 到 如 果 图 pipipipupsps € P9 CD (DRHE T bibibe 
popspas Pibibss prprpss pspspss pipsps Hl prpapss Pspapss pspips 
以 外 的 三 角形 都 不 是 紧 的 . UP. 表示 所 有 满足 po ps ps 
€ ppp 和 性 质 (1) 以 及 下 述 性 质 的 图 形 pipepbipipsps 的 集合 ， 

QDCGbibipo) = Og bip = Ubi bips) = (ppps) = (papsps) 
= Gapspo, 
Gibib zm Un Pipe) s apip) >i paps) s Pappo) 
pbi. 
AR .PCP,. 所 以 ,不 等 式 
supimin(Cp.p,p | bipspibipspe EP, Cpipp,) —const) 
ssupl(pipipi Ipyipspipapsps€ Pos (ipapa) —const) 
成 立 . POITÉFUEEH EXC SES C. 为 此 , 解 非 线性 规则 ; 


I .supi(bipipOlpibipbipipspo€ Pas Pippa) = 


没 图 形 pipspspspsps 诸 点 的 仿 射 坐标 分 别 是 
p10,0) "Cl +0), 5,C0, 1) splu (v) » psCa y) i psCr,a). 
如 图 18 所 示 : 


l, . 
2^ 


i? 


(0,1) 


(0,0) (1.0) 
网 18 


则 上 面 的 非 线性 规划 工 可 以 写成 
E. max a, 

s.t. =ut+vt+a m1l1=0, 
fi—uyd(l—a)—y—a-0, 
f;—xy—zx-a|2a-—0, 

f. uyd vx—ay—au—av--a!—a-0, 
gi—vr-—au--az0, 
8i— —uyd-ud-av—2a220, 
Eai—vor-c-(1—a)u—r-—az0. 
从 方程 组 有 ==0,f,=0,f;=0 可 以 解 出 
=— 42—37—at+2 
7 十 一 2 7 
_ 2x ta’ — 2a 
z+a—? ' 
Ete, 
代入 f—0. 8 20, 8 之 0, 9,220, 则 非 线 性 规划 下 可 化 成 下 列 形 
X: 
RN .max a 
5 一 3z3 一 5 一 3a3 十 9 十 2 一 好 十 4a2 一 44 一 0， 
gi — Gt taxa! — 24) C-x—a--2)20, 
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gi —G^cFauxli4as-:5x4-20 —4a!—a4d-2)(—*-—a2) 
zO, 
gi (Bat - 4ax — 5:4-2a* —5a--2) ( z—a-- 22220. 
这 个 问题 的 解 是 


Nace 
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可 以 验证 ,这 个 解 相 应 的 图 形 pjpspspipsps EP, 所 以 它 也 是 问题 
I 的 解 , 这 证 明了 定理 9 成 立 . 
最 后 ,我们 给 出 (xm,0) 对 应 的 最 佳 凸 m 边 形 的 一 个 性 质 
定理 10 设 户 思 …z Ær m 边 形 ,满足 
(ibit pn)—hlm,0)Areal pips'** pm), 


则 
(n bibi) = Obispo = = Cpap pi) = On py Pa) b bubo) 
WEBB 记 
Area (pip: P4) — | pipa pul, 
MIn CA, p b) = Chips pan). 
我 们 断言 
1 .对 于 任何 号 m 边 形 bip. b, ME 
(bbb = Gib b. 
则 bsp, bu 是 pipi b. 的 相 邻 三 个 顶点 . 
车 是 m 边 形 pip. pn 满足 
Cpipa*"* bu) hn 0) |Pipr Pa n 
D 
baba = nbi bilem, 
Posi — pis baia fr. 
断言 1 是 下 述 事实 的 直接 推论 . 设 ppp 不 是 pups ps 的 
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JH 4838 DR. TAE BR >it 829 ji 1L BUDE 
(5.p;p 7 minCCOp p iip Cb pia pi) pps" Pa). 
ade FXNESIDE HET mz6. 设 对 某 一 ;有 
(b bec pii > (pipe Pm)» 
则 沿 pp, 4E pa 1 的 微小 移动 FÉ 
Cp Pipar) > ibr pa). 


由 于 
Cp'iiripirspits) min(( pripirprta) Cp sprtsp'rs)) 
Z up b. 
Piripi p Pbr Pma), 
所 以 
Gu PPri pi pz pipi bas 
py bii pesa pe | CE pipe pul: 
这 导致 
pib apu” sas 
7. 


由 断言 1 、I ,定理 10 成立. 


凸 多 边 形 的 任何 相 邻 三 个 顶点 组 成 的 三 角形 叫 该 凸 多 边 形 的 
边缘 (peripheral) 三 角形 ,四 产 边 形 pipi pn 称 为 等 边缘 山 mx 边 


形 , 如 果 
(pi pepa) = (papap m = (ppips) 


成 立 , 显 然 任何 仿 射 正 m OE BB I G m 边 形 ,但 加 >5 时 
反 过 来 不 对 . 已 知 , 当 6 委 m 委 ?7, 在 所 有 边缘 三 角形 面积 给 定 的 等 
边缘 西亚 WE OT SHOE m 边 形 的 面积 最 小 (定理 ?7). 这 -问题 


对 于 m8 尚未 解决 . 
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在 [1j 中 ,我 们 讨论 了 如 下 下 n 边 形 问题 的 解法 : 

设 pbstb WE n 边 形 , 其 外 接 圆 半径 为 单位 ,A,B,C 为 其 
内 部 或 边界 上 的 点 .求人 和信 ABC 的 内 切 圆 半径 的 最 大 值 . 

EXA Hi n— 3m-- 1Onz211) Kn — 3m -26n 2213) 8, fü 
内 切 圆 举 和 经 取得 最 大 值 的 条 件 . 

类 似 于 [1], 我 们 采用 如 下 记号 ; 

5《ABC) ;三 角形 ABC 的 周 长 的 一 半 , 即 (4B 二 BC-HCA)72， 

SCABC): 三 角形 ABC 的 面积 ， 

rCABC) :三 角形 ABC 的 内 切 圆 半径 . 

n(A, B): R A.B 两 点 分 别 在 正 n YUÉBI PS 232 E WE n 3H 
形 的 边 , 按 道 时 针 方 向 从 4 点 走 到 B 点 所 经 过 的 边 数 (4 点 与 BB 
点 所 在 的 边 不 算 在 内 ). 

在 1L1 中 ,我 们 给 出 了 如 下 定理 . 

定理 1 对 于 正 ， 边 形 来 说 ,>(4PBC)? 取 得 最 大 值 的 必要 条 件 
， 是 :4,B,C 三 点 均 在 正 # 边 形 的 边 上 ,县 n(4,B),n(B,C)， 

n(C ,及 ) 相 差 最 大 为 1, 或 者 可 以 看 作 相差 为 1. 

当 三 角形 某 顶 点 (比如 AD A AE p; 点 重合 时 ,A 既 可 以 看 作 

是 在 边 pip 上 ,又 可 以 看 作 在 边 ppn E. 定理 1 表明 ,如 果 
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rCABCOURKCS EE (EH. 4 与 p, 重合 ,那么 把 4 看 作 在 pip. 上 或 
£i py 上身 种 情形 中 , 必 有 一 种 情形 使 得 nCA, Bo,nCGB, CD, 
n(C, AYXBEPR ZZ 28 4 ER S. 1. 

我 们 再 建立 如 下 定理 : 

定理 2 设 入 MNP P,MN=MP,A,B,C 分 别 为 MN ,NP， 
MP 上 的 动 点 , 且 均 不 与 人 MNP MAARA, WE r ABORAS 
RAH. IMA 

LNAB>5 LBCP>Ż. 
证 明 ”我们 先 来 证 明 : 若 r(480) 取 得 极 大 值 ,那么 MAC 
m 


人 


WAZMACZ A. HZNBC, (B 1《a)), 那 么 可 以 C 为 中 


心 ,将 和信 ABC 道 时 针 方 向 旋转 一 个 微小 的 角度 ,4,B 两 点 均 旋 转 
到 了 和信 MNP 内 部 .旋转 后 的 A4BC 与 原来 的 金 等 ,可 见 -CABC) 
非 极 大 值 . 


BZMACZ.HZNBC«T (H 100 JIEZ XE B 沿 平 行 于 


AC 的 直线 向 人 MNP 内 移动 一 个 微小 的 距离 后 ,人 4BC 面积 不 
变 , 但 周 长 碱 小 了 ,因而 内 切 圆 半 径 增 大 了 . 


因此 我 们 有 MAC< 池 ERE ZA MCA. 


M M 


(a) (b) 
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图 1 


设 过 4 点 垂直 于 MN 的 直线 与 过 C 点 垂直 于 MP 的 直线 交 
于 点 0. 若 DO8 不 与 NP EAR. 2E 2$ O YEAMNP 内 (图 1 
GDO IB ZA VPREACABC 以 局 点 为 中 心 按 道 时 针 或 顺 时 针 方 回旋 
转 一 个 微小 的 角度 后 ,4,C 两 点 在 人 AMNP 内 ,点 B 在 人 MNP 内 
aie NPE. of RIX IRE T r ABORA EHR AKIA. 

H KEHE E OB | NP. H O TEAMNP 外 .由 OO 在 
AMNP A RIZ NABT ZNAOT 5. 问 理 ,ABCP> 了 ， 证 毕 . 


由 定理 1, 我 们 可 设 4,B8,C 三 点 分 别 在 正 n 边 形 的 三 边 上 ， 
H nCA B) n CH, CO ,n CC AD EE BL 2ETICK T1 ER iiL A 
者 相等 . 24 5 — 3m 时 ,问题 的 答案 是 平凡 的 ; 当 n=3m 十 ] 时 ,二 者 
分 别 为 mm 一 1 一 1,m; 当 nn 二 3m 十 2 时 ,二 者 分 别 为 mlmm. 
对 于 后 岗 种 情况 ,三 边 总 有 如 下 位 置 关系 :两 边关 于 第 三 思 的 壬 直 
平分 线 对 称 , 二 边 可 延长 相交 成 等 腰 三 角形 . 在 图 2 中 ,如 果 
r(ABC) 取 得 极 大 值 , 且 4,8,C 三 点 均 不 与 正 2 边 形 的 顶点 重 


合 , 由 定理 2,n—3m-F-1 Hf, ZBC Ponni S s 2la));n=3m+ 


2 时, Z BCP...— :之 了 = (图 20»), 但 是 


lmr x m 


34 n — 3m 1z4 B. BC Pon m+] 2 
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OT 
€? 


当 4—3m-4-22z:8 Bi ABCP om DT 2 

矛盾 ! 因此 我 们 得 到 如 下 结论 : 若 r(ABC) 取 得 极 大 值 ,A4,B， 
C 三 点 至 少 有 一 点 与 某 个 已 重合 . 

由 图 2, 我 们 不 难 验 证 ; 

(2035 A,B,C 三 点 均 与 正 n 边 形 项 点 重合 时 ,r(4BC)}) 取 不 
到 极 大 值 ; 

(203 A, B, C 三 点 中 有 两 点 与 正 x 边 形 顶 点 重合 时 ,车 


"(4ABC) 取 到 极 大 值 ,那么 这 两 点 间隔 的 边 数 为 [” 当 + ]. 记 这 一 极 
KX ri. 


3 


Pars 


Pas 


P B Pry 
(b) 


图 2 


下 面 我 们 考虑 三 点 中 仅 有 一 点 与 正 n 边 形 的 项 点 重合 时 的 极 
大 值 . 


建 江 平面 直角 坐标 系 ,如 图 3 所 示 . 八 ABC 三 边 长 为 
a= BC M (rita) Hk (rs — x), 
b=CA= N zi (Gar, —h)’, 
c AB-—N zit kri hy; 
面积 为 
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BE- zok) 


BE 


Chai d hr, — 2r rs) 
S MM, 


内 切 四 半径 为 
nt En ZRNA 
= a+b -+e 


r 


(QD 


现存 我 们 谋 明 如 下 结论 : 当 w=3m 十 1(m 斌 11}) 或 者 = 3m 
T26nIISMNROPQBCONVMER(.H B,C 均 不 与 ,重合 的 必要 


条 件 是 31 Tg 


e Rr 重合 , 则 


Rp 


a-d-54-c (atbp) u 
Taten timi: n xi 上 0. 


h—2kzr, hz, d-hz,—2Rr,7; unu 十 如 (1 一 .ro) 


aJ-b--c (a4-b--c) 
GE, -kh [ e 
b 


h—2hr, hrithr— ker E rk G —2) 
a 


十 9, 


(2) 


(5) 
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(2) 式 减 去 (3) 式 ,得 


2kGn,- x) 5) 28 Spes (zi Di 
atb+e (Ka 十 加 十 c): a € 
(OG ED kh a 
I |=0. (4) 
利用 恒等式 


aA—6B=} (at6)(A—B) 4-5 a (A+B) 


可 得 
(En kh o Gk rl) —kh 
€ b 
Laly zn nd do sls 
t| G DG T 3 | 
[G2 2-12 Gr Hr) — kh] 


E ; t — c? 
"AL 十 1) 《zi 一 + 下 


十 1) (zi 十 zz) 一 2KR] 


ee 2 Tit 


Ld DG, Hz) — 2A 
将 上 式 代入 (4) 式 ,得 


2k (ZI 一 Za) 256m Ea) b+c 
2 十 6 十 < | 


a-n [G EDGE) 2M] - T 
2bcG +e) 2bc (b+c) 9 | 


peter ,得 


十 一 一 一 一 


MARRU 


Aithris s -二 CAT 二 十 二 | 


[EHDE Era - e 
bc GQ Hc) d 
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WEREMA T E ERE 


mm o. 3x3 
k—un sri 3» ‘SS 4 * 


(m— i)a 
azsin n F] „b,c > 2sin Zz—— mr 


于 基 ,我 们 得 到 当 n 3mm 123» Bj, 
-— Mi oce cu 
T >2h(at6te -s| Eta ro[z-E | 


> 4tan vut] sin SU + 2sin je | 
E e Qng— 1m] ^! ! 
-na 1] 


注意 到 mo 一 11 " 上 上 式 石 端 大 于 零 , 于 是 m> 时 (6) 式 不 成 立 . 
4 — 3m 4-2 时 ,在 (6) 式 中 


k=tan i» V iners cx 


A» 
à ,b,cZ22sin 一 一 一 Ep 


于 是 我 们 得 到 当 n —3m-4-22: 3. 4-2 时 ， 
ECC LE 
T 2k(a--b4-c) —8 PET +D] r++ 


Jasin T 3Y3| Mt Dr 
212 3 sin 3m, F2 " 1 6tan 3m, 2 +2| 


2sin 


dos, T3. 
我 们 取 mo 二 13, 可 得 m>13 BE T2 0, 3E CO XC Br. 证 毕 . 

由 上 面 这 一 结论 ， 我 们 在 (2} 式 中 令 Zz 二 xi; 求 得 X 村 Tz: 代 
入 (1) 式 可 得 rtABC) 可 能 的 最 值 x;( 如 不 存在 , 记 7x;==0), 与 上 比 
较 取 其 中 较 大 者 即 得 到 我 们 要 求 的 内 切 圆 半径 的 最 大 值 . 

综 上 所 述 , 我 们 证 明了 如 下 结论 :单位 半径 正 n 边 形 上 三 角形 
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内 切 阅 半径 如 取得 最 大 值 , 必 有 如 下 丙种 情形 之 一 ， 
(1) 一 角形 二 IR HERR AGE v 边 形 的 相 陋 | “二 1] 条 过 


的 是 硕 点 上 ,第 三 点 为 这 商 点 的 连 线 的 垂直 平分 线 与 正 关 边 过 两 : 
交点 中 距 琴 质点 较 远 的 一 个 .这 个 极 大 件 可 以 用 关于 的 解析 式 
表达 ; 

《2) 二 角形 :顶点 在 正 *” 边 形 的 - :顶点 上 ,另外 两 点 在 这 样 两 


条 边 上 : 它 的 距 该 项 点 较 近 的 端点 与 该 质点 间隔 的 边 数 为 | |. 


并 且 这 两 点 关于 第 三 点 与 正 # 边 还 的 中 心 连 线 对 称 , 这 个 极 大 值 
可 以 通过 微 积 分 的 方法 求 得 . 


参考 文献 
[1j 李 文 记 , 上 正 边 形 站 题 的 解法 ,初等 数学 前 漆 ( 第 一 辑 ) ,江苏 教育 出 版 社 ， 
1993,169 176. 
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一 个 三 角形 不 等 式 的 改进 


UEF EAH 


江苏 大 丰县 三 龙 中 学 (224161) 
江苏 泰兴 市 泰兴 中 学 (225400) 


《向 中 数学 竞赛 教程 》 第 130 页 习题 16 第 5 题 是 ， 
在 A4BC iB oRlE: 


sinAsin A t sinBsin Ë -sinCsin 25 s (1) 
原 证 法 如 下 : 令 y—sinAsin 4 sin! Acos 5, 则 
y =2 | sin? Z sin! E * 2cos? | 
Se 
所 以 
y=sinAsin ny. (2) 
同样 地 


- 向 中 数学 况 赛 教程 ,江苏 教育 出 版 社 ,1989 年 6 月 第 一 版 ， 
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inBsin Ee . 
sin 2 "av 3 A, M 2 3/3 


TES C NER E E 4 
sinsin $+sinBsin Ë -FsinCsin ue (3) 
显然 ,三 个 “过 ”中 三 ?成 立 的 条 件 是 
A B C 
EARE oa EE UAE LS IN 


但 这 是 不 可 能 的 , 即 原 不 等 式 中 "= ”是 达 不 到 的 , 故 这 个 不 等 式 也 
是 比较 粗糙 的 . 


S 一 个 自然 的 猜测 是 ; 当 和 信 ABC 是 正三 
NY 个 自然 的 猜测 是 : 当 是 


角形 时 ,(1) 左 边 是 否 达到 最 大 值 - 立 2 3 然而 ,这 并 不 正确 . 例如 ， 


令 (A,B,C)—(0°,90°,90°) 时 ， i 下 面 我 们 


KER: Y 2 就 是 (1) 左 边 表达 式 的 上 确 界 , 即 
定理 1 在 A4BC 中 ,有 


sinAsin $+sinBsin +sinCsin E< MN (5) 
证 明 由 Cauchy 不 等 式 , 得 


sinAsin A -FsinBsin Z +sinCsin P 


i 1/2 
S sin? A+sin? B4- sin?*C)! ^| sin? S sin? B sin? 5 . (6) 


B s Rr EAABC 的 半 周 长 ,外 接 圆 和 内 切 圆 的 半径 , 则 有 三 角 
形 恒等式 


2. ENS 
sin” A +sin’ B +sinc= EE, (7) 
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LA B, .CC 3 一 r 
sin?  -Fsin" 3 tsin 2^ 2R ' 


所 以 要 证 (5) 只 需 证 
eK r, sS—A4Rr—rÓ, 
2R 2R* 
再 由 Gerretsen 不 等 式 
SLAR? HAR + 36, 


<2. 


要 证 (9), 只 需 证 
2R—r | AR 268 
2R 2R? ' 


即 
AR’ -(2R—rY(2R* 3-2) -2RH*r— 2Rr* 8-770. 
证 毕 . 
由 于 
VsinA»sinA, VsinB>sinB, vsinC >sinC, 
我 们 来 进一步 加 强 定 理 1. 
定理 2 在 和信 4BC 中 ,有 


PA EU E JünEsi 5 下 $< 4/3. 


WEBB 由 Cauchy 不 等 式 及 恒等式 48) 及 


sinA--sinB--sinC— 5, , 


sin Asin åy ~ sinBsin 5t sinCsin € 


E (sin A d-sinB 4- sinC)? (sin? 全 十 sin Z tsin? r2 


EX En [2R—r 
CAR 2R ` 


要 证 (107 只 需 证 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
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s(2R-— r)«AR!, 
再 由 Kooi 不 等 式 
2(2R—r»ssRGRITMrnP), 
要 证 (13) ,只 需 证 


PST GR—rD'saeR, 
B[ 
32R'- (ARHrYCOR—r)=6Rr 4 £770, 
iS. 
最 后 ,我 们 提出 如 下 猜想 ， 
猜想 在 A4BC 中 ,有 


sin* Asin S -Fsin' Bsin 7 -Fsin'Csin E< Y2, 


其 中 


In8—1n8 
In4—in3 


k> =0. 40942083. 
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(13) 


三 角形 不 等 式 指 数 推广 的 证 明 


4 q^ B 
浙江 新 昌 中 学 (312500) 


1939 ÆJ. M. Child 0 建立 了 如 下 的 不 等 式 ， 
sin A isin P -Hsin Eg 4, (1) 
共 中 ABC 为 二 角形 的 三 个 内 前 .下 同 ， 
18 年 后 ,R. Kooistera:? X f| r RÉRE. 
2 «sin in? A -sin' 5 tsin” S. (2) 
如 今 ,(1) 与 (2) 式 均 为 众人 所 熟知 ,并 且 给 出 了 许多 巧妙 的 证 
BH. 1989 件 , 陈 计 与 土 振 从 指数 方向 给 出 了 它们 的 一 种 加 强 ( 见 
[3.D 本文 我 们 试图 给 出 一 种 较 简 的 证 法 , 
定理 ”0G) 当 且 仅 当 
[n9 一 ln4 


kk 一 — [ng  *1.169925001-- (3) 
时 ,不 等 式 
M sin A sin 3 „sin < ey =] 
T sin* S tsin MAN E cd aD 
— < E E 2 


对 每 个 二 角形 成 立 ， 
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(D 3 EX 24 


| Inn3 — 
kzk—qm 7l 584962501 
时 ,不等式 
.A Mer 
M| sin 7? sm n 71 
. A : B ac C " 
pee a 
3 


Xr BET — RUE V.. 
用 微分 知识 不 难 建立 ; 
引 理 1 i albo. 
(a)34 1<<a<<2 时 ,有 


[a 
(b) 当 0a 1 时 ,有 


aa" '(a—b5) ia" -bab !(a—b); 


5| 理 2 # ASEC, W 
(c) Mi, 


dnd ins ans 
ging sins 


«M, 


. Å . 
sin PER 


GDM,, 


. A.B. 
sin — SIn — „Sin greg 


2 2 2 


A-+ .AB . C) 
cM, 1 sin ~y n 2l 


sin 


F] 


T eius 2 


因为 


+ zl 


. C : eB 
sin sin 一 一 一 人 sin Ls SEE 


4 2 
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—sin^ 2 — sin“! Ly, 


(5) 


(6) 


"(Cala 7b ]G1 —b) a^ —&^ [a^^ J- (a — 10577! Ca 一 站; 


所 以 由 引 理 1 ,得 
MNT. PS 
2 


B+ 
?sin^i zd ~ sin'i 


BEC ien] „aC a B+C) 
4 | 


-| sint! --sin E sin^! 2 —sin'i 
( T Pc . B+C 
>| sim ZEC + Ck Dsin® P sin | [sin - 
. 六 十 人 CT， 总 
一 sin 2] — |sin^ Sd losin^ ET sin 2 
—sin 2 
ee | . B+C 
=| sins Cg 1 sin* Tsing || 2sin TS 
A. C bs E la BC 
Sab [be o3 
一 sin ;—sin A — || sin% ! z sini | 
十 (一 Desinit Ee sin ` e 一 sin3 | | 
ne 
iP S 4 | 
2| sin! i ETC E Qs — Dsin' 1 sing | 2sin c 
555 usc S cias EG aee 
sin 2 sin |- |o lsin" [sin 2 
—sin Stc) s — sinhe T€ . m BC 
Co. ,PtC| 
sin $) lis sin 7 —sin zu 
= 4sinf en SEC ii Be. | sin poc 
s go "E h | 
T (ki 一 1) sin ;l- $4 s 1) sinc? SC cos EL 
din C—B B+3C Jax E dd 
4 573 sin =o 
_ BEC. B-C | zd B+C 
4stn 1 sin* 8 [sin 1 sin 1 
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+i, 1)sin Z j-24 Dcos He 
2 4 
: cos #3 l. (7) 


， 所 以 ,只 葛 证 时 (7) 式 右 端 大 括 尼 内 的 式 子 ( 记 作 CO K FART 
零 . 分 两 种 情况 : 
w oc Bac Aa CAE npo? 
4 OB. CAT. B HECA , 故 


is 1 人 1 T r4 
Gzssin* 5 — 2C, — 1)cos s 34755 


PE B<, 因 为 sin 15 一 ,上 
e sin sin 7 --F G.,— Dsin - ECT Dcos! 7- 
n» UE zi 
> 1 十 8 (kı 一 1 一 2 人 (到 C1) 
-iada 15:50, 
因此 ,(c) 式 成 立 . 
OREI F 
E EE E E E: 
sint -Fsin* " —9sin^i4 + =Q. 
由 二 
sin Ssin ATE n4 Li «S2, 
所 以 由 引 理 ] 并 注意 到 
0c ABIT BAT A «t 3A-B«C T, 
得 


Aj AT B 
4 


b 2 ^ sin — 2sin 


g s IEE | ~ [sin E sins 


| sins — sin 2 
2 


38 


„B. A+B]. B 
2|sin* A s Dsin*:^ Baint 12 IE E 


Pi | E B 
in LEA - | sim c 


+ (k — Dsin*r 2] 


sin ATE ai e 
| 2 i 
| B . A 
=i sin*z 2 sin aue ed + (ks 1) | sin^ ; 3 sin 2] 
Bi ,A+B . BI | AT B 
RS P dd MEC PE Pa NEL ER i 
+ OO;.—Dsin^^* 7 | sin " sin 7, i]: [sin 
: A | s pA ds HY B 4 A+B1 
—sin 2 | [sint 2 Tk lsin: psn I 
la. AHE | 
2sin 4 - sin -sing | 
>| Q: — 1)sin’s Qs EL 2d T G&,— 1)'sin*&7 rcd 
2 2 2 
Eco cA PUER: A+B) 
. Lsin 5 8m | (b, 1)sin’: 21 sin 了 一 Sin | 
[二 二 有 B TT 
Lsin " ei pus [sint z t (k: 1)sin*^: 2 


2i 
* Sin ATE 2 Jf 2sin a 275 sin eH sin 5 


2 


ut. x iue DT A+B B-A 
—Aainis: 2 2 | 2 ER. d 
— 4sin z Sin 8 | 2 Cka 1)*cos 1 COS à 
* COS 344 = - —sin 4 zr --G.—]1)sin 1 J 
` . i A B , , mT Dg 
Zsin^ “sin’ 5—. ^ (2(&,— 1Y'cos? 7 cos 7. gin X. 
之 4sin > sin? 8 2 (k, — 1) cos g COS 1g sin 6 


. [sin Í+ Dsinz || 


PE RETE > E ASBI > 8 元 
— &,-2 2 E ; "DNO T 
— 4sin sin 一 i207 D 1“ cos 1g 


-站 和 +-D]| o 
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Z0. 014sin's7* P ain? A o 
因此 ,(d) 式 成 立 ， 
定理 的 证 明 如 下 . 
在 区 间 | 9, 二] EELER: 
k 
f (c) —sin'2x 4- 2sin* 于 一 zj 一 3 去] 《8) 
4 | 2 
; L2 9Lenaf-1| 7... (mo 
f Go) -—2ksin | 1 x Jcos| 1 z] 
. [ sint" '2ssin"!| ca] =t) (9) 
ES 
g Gr) — sin!" 2zsin | "Ed 一 ]， (10) 
g (2) 5: 23i 12 vit i Ta [2G — Dergz 
-G-beug| 5-2 |; (1 
4 
hz 一 2 一 Detg2z 一 (2 一 Actg| Ta i (12) 
ren 4—1) 2—k NN 
À (r)= sint2r “aa jp (13) 
SI Rd 


显然 , 当 IR BA GO, Hp h Ge) fe C0, DERA 
^p. 

(oit ee [0.5] mam 2 中 (ce) 及 吞 平 均 的 单调 性 知 ， 
要 证 (5) 式 ,我 们 只 要 证 明 当 此 二 如 HHA <o] <<}. 


12 
这 时 ， 
40 


lim A (r) = +00 4| 下 
: =Ù 


Yi 2 
HELA & Ca B]l g' DI 915] "DLE JM PEL 时 ， 
g! 22220; 4 mon IS Eg Gr) «c0. XB XgQ0-—-—1«0, 
e( 15] ZORI e COR P Gose[ 0.15] PUE ER s RR 
Or «uy. 当 Ocean, HEP Cn 0528 TX GR, yhp) 
0, dt GO f CO. 2 PUR e — UTR ZI BDEE zi GO MALE cC 


大 ) 点 在 + 一 0 或 zx 一 1 处 达到 ,但 00 — f| 7| — 0. i f(z)<0， 
不 等 式 (4) 证 毕 . 
TOR A-0B-C-7, CURES 
(m 
4 


a: 


«l 
s3 9 


zu 


i b Je Ri poi d. 
(2) 设 所 一 xE | 下 ,好 | 万 | ,由 引 理 2 PORA RFH K MN 
能 ,我 们 只 要 证 明 ; 当 & k Rf, 
f(r)>0| i| 
因为 


V 3 (3ka—4)>0., lim h(xr)=— 00 


LU 
T. ° 


(&]- 
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所 以 h GREG i 二 ) 内 有 唯一 零点 xz; 即 当 15 jg rmm BI.g Cr) 
20434 rea Bg! (r)« 0. 
又 因为 
| ~0,8| z| ——]1«0, 

所 以 ,g(x) 即 Cx) 在 | t 内 有 了 唯一 零点 r EE nens 
< 时 , (x) >O; M rs reo i, f G)«0, [I 
Horns 是 AGO de | TT EE B JOEA A GO d UR 
Melo ite r— Is c TIBUS Bal A 05) 7| 1] 79 
BÉ GO. 

十 (6) 式 中 仿 A-—B-—0.C-s MORRA 


E >L, 
3j 2 
即 


因此 ,ks 是 最 佳 的 . 证 毕 . 


参考 文献 
[13J. M. Child. Math. Gaz. . 23(1939) ,138- 143. 
[2]R. Kooistra, Nieuw Tijschr. Wisk. , 15(1957/58),108— 115. 
[3 ]f5 fE^R Child HEA Kooistra 不 等 式 的 加 强 , 初 等 数学 研究 论文 选 , 下 
海 教育 出 版 社 ,359 一 364. 
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BH. 


RH 


一 个 三 角 不 等 式 的 证 明 


许 康 华 
浙江 富阳 中 学 (311400) 


1994 年 11 月 , 刘 健 在 文 全] 中 提出 了 如 下 的 猜想 ， 

命题 在 任意 八 ABC 中 ,有 
a ll g 
sin^B--sin?C  sin?C--sin?A  sin?A-L-sin!B^ 2 

笔者 经 探究 ,发 现 此 猜想 是 成 立 的 ,本 文 试 图 给 出 它 的 一 个 证 


证 明 pH costA=l- sin’ A 等 及 正弦 定理 知 , 不 等 式 (1) 等 价 


下 :一 2 
> 和 > (2) 


[lepe aR aa ate jo0, 


其 中 之 .中 表示 对 字母 a,5yc 轮换 求 和 、 求 积 , 下 同 此 . 


也 即 


T 2id "d 一 8 之 | a! 2 1ah bie! 


12 P» a 2ra tbc] <0, 


因此 有 
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| a bi 2a! 22«'| wall s E pe | 


+ 5a'b^c x0. (3) 
再 由 三 解 形 恒 等 式 ( 参 见 [ 2 第 四 章 )， 

abc — AsRr, (4) 
2 bc—s 4ARr P, (5) 
2ua BE SERES). (6) 
2a z2[s*— GRr-r 6705s ri GRHEr)YT], (7) 
2 pics 一 | 2 bc] echo tado 

—s*- 2G? —ARr2s! T GARrETEFzPJY, (8) 


368 25a! QoU'c 42222? 2 1a 
-10:*— (120Rr4-54r?0s* + ARE 3-7) (020R gr 3-547 
—]104Rr Mt £z, (9) 
及 
2 
| 25a?) roe t aR e (0) 


将 (4)、(9)、(010) 三 式 代 入 (3) 中 ,经 计算 ,整理 得 (3) 的 等 价 式 
fs:)=105— (A0R: 120R7r+ 54r? )s* 
+ (320R*r 4- 608R'r? 4- 336Rà? --54r* s? 


— (40R* --AO0Rr 1077) CARr 3 à)! x0. (11) 
注意 到 三 角形 内 的 一 个 熟知 不 等 式 ( 人 参见 [3,13.8]) 
s —2(2R* -10Rr — r£ )s* -r (ARE rY x0, (12)? 


我 们 将 f(s ) 恒 等 变 形 为 
fls)=(10s:+80Rr—74dr [ss — 2: COR 3-10R» — n ) 
十 rC(4R 二 Tr) ] +s OA328 £8 — 1424Rà£ +192r*) 
— (360R* — 176Rr— 84r (4Rr+r)’, 
这 样 , 欲 证 (11) , 仅 需 证 
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50798! — 178Rr3-24£ ) — (45R* —22Rre — 8? ) CAR +r SÀ, 


(13) 
在 上 式 中 利用 O. Kooi 不 等 式 ( 参 见 [3,5. 7 D 
2: (2R —r) SKROAR +r)’ (14) 
知 , 也 只 要 证 
R(179R*. 178Rr c 24£ ) - 2(2R —rY(A5R* —22Rr — 8r ) 0. 
化 简 ,整理 ,得 
R! — 12Rr*-- 167220. (15) 
RI (R—20)(OGT2Rr—87)z0. (16) 


由 Euler 不 等 式 RE? 知 , 上 式 成 立 ， 从 而 命题 得 证 ， 


参考 文献 
[1] 刘 健 , 关 于 三 角形 的 几 个 三 角 不 等 式 , 教 学 用 刊 (中 学 理科 版 ) .11(1994). 
[ 27D. S. Mitrinovic, J. E. Petaric and V. Volenec, Recent Advances in Geo- 
metric Inequalities, Kluwer Academic Publishers, 1989. 


[3jO. Botrema 等 著 , 单 增 译 , 凡 何不 等 式 AUC di 版 社 +1991. 
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陈胜 利 
福建 南安 市 五 星 中 学 (362341) 

oh ur ad ot ees 中 的 如 下 不 等 式 ， 
一 十 云 十 - | Ex es a) 


并 通过 举 反例 指出 , 当 OKL V/ 3 )— 7. 46410--- Ef CD 3t 
不 成 立 , 从 而 猜想 ,对 于 下 EC7.46410…,9),(1) 式 也 不 成 立 . 
事实 人 


n3 NORMA 
TENA fo S cnt el (2) 


而 上 式 右 边 妈 为 (1) 中 天 =8 时 的 结果 .可见 (1) 当 天守 8 时 成 立 ， 
因而 黄 的 上 述 猜 想 并 不 成 立 . 进 一 - 步 ,我们 可 证 明 下 述 命 题 . 
命题 使 (1) 成 立 的 正 数 K 的 最 小 值 
Ku» — 7. 694647, 


它 是 方程 
Gr-F22! (a4 — Br 4-A)* 二 (ri—8r -4)3 一 0 (3) 
在 区 间 (4 十 2 3,4425» KAR. 
证 明 由 三 角形 恒等式 '" 
l-3 LL GUARD / RR) s= (e 二 6 二 oj 
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知 (1) 等 价 十 
VIKS ASK ). DR--CK 8-20r]-- V 3 KC? ARE) 0. 
ao 
ACODA OLKA 30g V.C E E K >22 
4 V 3 2,9 EX ap (Eo JE 
fiar FAQ) 
的 齐 次 不 等 式 . 于 是 据 文 [ 2 中 的 推 沦 1,(01) 式 当 肌 和 仅 当 它 的 一 
其 本 晤 分 别 取 
R=1,r=21(1—t),s—2(1+#) Vi—z: (4) 
时 .所 得 不 等 式 对 一切 1€ (0,1) 部 成 立 . 因此 ,将 (4) 代 入 (1'), 疙 
理化 简 ,得 
VIKA- OQGc-Ds2 V1 PISAK r2) -2C(K LO) 
+K- 1). 
H KSA V 3 ),r€ (COLD ALEGRE A ICM m a 98335 3- 
方 ,化 为 
Tir (2)=16(K+ 2Y'£8 16K | 2 160(KR’ 5K — 208 
—8C(K* -8K 807 — (RK? .8K+28)t+ CK 
-8K 十 4) 
二 (28 一 1) Fa G) 0, C1”) 
AT 
Fr G)8:4(K 2)! 4-3(K* — 8K- AM--(K? —-8K 8-4)... (5) 
下 面具 要 求 使 FLG)ZO 对 一 切 1E 0.1) 成 立 的 最 小 正 数 天 
即 可 . 为 此 ,我 们 设 FeO E O, DERMED my, M 
1**4 KZ22(2-- vV 50H}, A K*—8K —4A260, A iffi C 
mr >K? — 8K A79 02» Fe 0290 COD, 
234 2(2-4- V 3 )« K«2(-- V 5 Mt, A 
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K*—8K —4«0, K' —8K +420. (6) 
从 而 不 难得 知 
m. =F | EK). 
EREN 2(K+2) 
(CEDE - SK +4) —[—K' 8K40] 
id KT2 


nu 
FE (0c) emo. 
efI(GOSQO +2) OC-—8K--4HOC—8K —4)*zm0. (7) 
注意 到 
fF'(K) -2(K 4-2) CK* —8K AY 20K 3-2)! QC —8K +4) 
*: (2K — 8) -3(K* — 8K — AY (OK — 8)>0( 由 (6)) 
故 7K) 在 (4 十 2 3.402 5 ) 上 递增 ,而 经 计算 知 
f£ (7.69463) «0, f/ (7. 69465) 720. 
故 
(7.69464…) 一 0. (8) 
N K€ (44243,4724 5 ) 时 ， 
JOD Z00K2T. 89464.. 
£x E, fli CUO BI C n Sr d] th iE XC K — 7. 69464…， 而 由 
C7, (8) 知 ,7. 69464… 是 方程 (3) 在 (4 十 2Y 3 ,4 十 2 5 ) 上 的 根 ， 
于 是 命题 得 证 . 
最 后 ,我们 顺便 给 出 (2)? 左 边 不 等 式 的 另 一 证 明 : 先 将 它 化 为 
三 基本 量 不 等 式 
(5R-F 12705 —44 v 3 Rrs+(5R+12r)(4Rr+r?) >20 (9) 
不 妨 设 
AC(R,r)=(44Y 3 Rr)! -AGR-- 127) GRE T£) 20, 
否则 (9) 必 成 立 , 则 (9) 又 可 化 为 
46 


44 Y 3 Rr- V ACR 7) (9) 
2(5R 4-127) 


(由 Gerretsen 不 等 式 s2z216Rr — Sr. Hl 
cA S Rr— VAR T) ru 
SO —MGRGqzo 不 成 立 ) 
从 而 据 文 L2] 中 推论 1,(9 7 即 (9? 成 立 当 有 旦 仅 当 它 作 代 换 (4) 上 后 所 
得 不 等 式 
(543-24£—24£0)0 (4 - 40 Gt 5r) 
44v 3 QUO —0)0 w1 一声 ， 


sz 


即 
(5-F24t — 24) Cut 2-1) 24A V/ 3 t Y1 一 如 
对 HU) i€ 1/2.) BERE. 令 


t2 Cos perl), 


则 上 式 化 为 
(11 - 62024-3221 V 3 Ato V (0— 32 (34-12 
€2z*(144x* -- 43215 2-159: — 132-22) 22:0. (9") 
i 


Gr) — ldrit 43227 2-159277 — 1322-22, 

则 当 02:7x:22/132—1/6 时 , 显 见 Cr2270; 
当 176<zr<sl175 时 ， 

dGr)7-144/6! -432/6* 4-159/6! —132/54- 22770, 
M 1/5- «2/9 时 ， f 

d Cr) 7 144/5'-- 432/5? 4-159/5* —132 X 2/94- 22750; 
而 当 2/9 时 , 因 

d! Cr) —4X 1442? 4-3X 432x* 2-2 X 159r — 132 
HIERAR BR (O0 9 (2/90) 20. ffi 9 GO 46 (2/9, D E t BB 
RR, TE glr) (2/9) 70. 
49 


综 上 有 
$020 (srl. 
可 见 (9 成 立 , 从 而 人 2) 左边 不 等 式 得 证 (比较 文 L]J 的 证 明 , 这 里 
的 方法 要 简便 些 ,也 较 易 于 和 营 握 ,而 诛 证 明 则 引用 了 几 个 鲜 为 人 知 
f) SERE ETT Br EO. 


参考 文献 
[II] 陈 计 等 ,关于 -个 几何 不 等 式 的 探讨 ,福建 中 学 数学 ,1993 年 第 6 W. 
[2 JBRRE RI u B]. -类 不 等 虑 的 新 方法 一 -等 最 替换 法 ,福建 中 学 数学 ,1993 
年 第 3 期 . 
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二 角形 三 内 角 国 数 的 常见 不 等 式 的 加 强 


* x 
湖南 组 宁县 一 中 (422600) 


AABC 的 三 个 内 角 , 外接 圆 半 径 , 内 切 圆 半径 , 半 周 长 分 别 记 
作 a ,B.Y.R.r.p. 规定 r-Clg Tyetg Ë etg E 
rTytz—r*y*zm, 


r —4Rsin Z sin E o 一 一 -一 一 …- 4R = 
2 27527 VOT Tt 
zryd-yz--zz—1' 
1988 年 ,第 29 届 IMO 西 班 站 提供 的 备 选 题 中 有 一 道 试 
go, 


: B 5 
证 明 ; he ysin PS &3 t1 
不 等 式 (1) 比 不 等 式 Hsin Ssin EKS 


(1) 


Hee a 
的 常见 不 等 式 一 建立 - 些 新 的 三 角形 三 内 角 函 数 的 不 等 式 . 


x 
命题 1 2 sin sin Fils (2) 


sI 


、 二 yz 
证 明 “sin 2 EE yzl tz) 
“N€ ECES 
za XY 
2 N aty GT N GF) z+) 
则 sin Zsin ET EE ET 


Te Fz peras 


oL i E z 
同 理 singsing < za T5 
sin -一 s x | x 十 z 
2 n err) ety yte: 
EN sin 7 
«il (zx)y (rty)z yr 32x | 
2 Lietyd ytz) (yte)(lzt+zr) (z+r)(r+t+y) 
L1, GHz» y Go yP9,z-E Cy z)x 
2 Gr4-32Cy-orz)G-- 7) 
Ld .wLyertert3 = 了 | 14+ 4 
2 xydyz-dczr—1 2 sce 


exaudi or 
je 4R sin 


XHAR A ABC 为 正三 角形 时 式 中 等 导 成 立 ( 后 文 同 ,不 另 作 说 
RR». 
不 等 式 (2) 比 不 等 式 (1) 强 ， 
20r 


命题 2 ptm Pi E22, (3) 


证 BH "^ csc > = y]l-4az, esc H = Y ]l--y5, esc Z 
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- ERE 
"Lese P ose P. VOLEXSKIESO 9 VG EDH G3) 


251 
zryTl 
同 理 csc T EA «ryz t lese EE Zzz+1 
25 0 m e S 
"s Judd y csc È >rytyztart3= H pac 1+4" 
RE S T L8 18r gg. E 
3 
不 等 式 (3) 比 不 等 式 “ 2)csc Scsc P2128. 
A $ sÊ T 
命题 3 Dcos $ o Etra (4) 
` eun T pu e "TIAM i 1 D 
证 明 “sin 2 -Fsin T 十 sin 2 Da qoe) pe 


3 2G? y! tz - zy! 3T y!z? 3T zh 

Bü (LT 2) Q4 3:0 04727) 

| 9-22 y'z! — ACxny - ya zx) tarty 4- yz? tz r? 

m (zyd-yz--zr--1)* 

LG yzct2rY Alyt ytet xy yt ye 


XxXy 十 Vz 十 ZX 一 1 zryd yz zr—] 
AR s 
gE AR d c. 
4R 2R 2R’ 
T. 
.cos 7. P «cos! 7;73- ai 3 


Muda $e ep 


ne | 
猜想 Ds cos 旦 <] 二 22 T4 2 Ll M 


命题 4 etg Sctg P >17— Ht. (5) 


证 明 28 etg 号 = rytyrter= Etr 44E 

2 AR. a 4R— 16r 8r—l6r ,, lër 

一 17 十 0 一 权证 AN 一 17 RC 
2 

不 等 式 (5) 比 不 等 式 “ Poctg etg 29". 

类 似 的 加 强 不 等 式 还 有 . 

猜想 2 De sec F201+ Tyt 2r 

参考 文献 


[1158.08 , 88 X [3.38 29 届 IMO 的 备 选 题 ,数学 通讯 ,1989,5 -8. 
[2][fg JO. Bottema 等 蓝 , 单 增 译 ,几何 不 等 式 , 北 京 大 学 出 版 社 ,1991. 
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ZAER IE CO — HL CURATE 


钟 威 
| LOS XA dd SP (537022) 


关于 三 角形 旁 切 圆 半 径 的 不 等 式 , 目 前 的 研究 上 分 活跃 ,得 到 


了 许多 结果 
本 文中 ,我 们 建立 涉及 二 和 角形 边 长 ,中线 与 其 旁 切 圆 半径 的 一 
组 新 的 不 等 式 ,并 提出 几 个 猜想 . 
1. 三 角形 边 长 与 其 旁 切 图 半径 
设 入 ABC ITA JJ ae c ,对 应 觉 切 圆 半 径 ŽI rarer WA 
Hn PxERB. 


定理 1 Gr, tra) H- Gad-r 2*9 - Gr) 
> atb) + (ea) (D 


证 明 Gabr E Gyr H Hr) [Ga pb? 
+ (b +e t Ga» ] 


E E E E ~ dot 
+ abti +ca) 
—LGR-Er)! — 28*— 68'-- (Str FAR P) 
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= L(4R! -AARrH- 17? —1887) 


2 
> Lear +H4Rr+Tr’— 113R HARE 3 3r?) ] 


—2(3R' —2Rr — Rr?) 
=2 (3R +4r)(R— 2r) 0. 
其 中 ,最 后 一 个 不 等 号 用 了 Euler 不 等 式 “R 之 27”( 下 同 )， 
从 而 
Gra trs) + ratr.) + Gr 4 - rp)? 


>La) 4- tc) Ga]. 
定理 2 (r,—r'9- G,—r Y 4- (7, 一 > Y 
> [( —8Y!4- (5—c3*-- (c —a)*]. (2) 
证 明 (rn + Gv nro b Gon FG - 4 
—eY + (c—a»] 
Tlr tHritr 8G nr rr) — atoto) 
4-3 (abd-bc d-ca) 
SURH) — 6S —68*4- 5 G1 ES! 4-ARr) 
=32R+22Rr+ TÉ Ds 
T 2 13 2 15 2 
zz32R* -34Rr4- 27 775 QR T4Rr4- 3r?) 
— 2R'--ARr— 167 
—2(R--4r) (R— 2r) z20. 
从 而 


《 产 一 由 大 十 Gu—r 2! d- (r,— r,)* 
56 


hs rt bY--G- cYX -G -a*). 


| : HE i t] cott 
Q7 TY. Fath YQ. Y, Ya 


1 1 LB 
| dtl [tado 


2  ST2r (S Lr +4Rr) 04 4 
r? rS* 6R'r^S? 


= Rs SH+ 2 (6R? — r’) S? — ABR’ — BRE! — r' 
—28R'r* 
一 [一 (OR = RR 


—8Rr? — 28R’r? | 
> | —[6&* — 7? — (16Rr — 5r!) P+ (GR? — y 
b Mp :) 


uw 18R'—43R^r- 15Rr* — 27) 


EX S? 

—3R peg ORI Ree) (R— 2r)z20. 
从 而 

dos d EN D tj 

"x 4I i cd 
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CENE 
um | 二 | 于 | 二 -i€4- iy 
"ils ud Uon Ja 21] 
1 1 


a T iul PL Mk 


Es n 4 
E rS? ERIS? 元 
TER EE S'4-2C6R* - 8Rr —r* 38 — 14A R?r —8Rr 
—52R?r 2. rp] 


= prg l (6R*+ 8Rr ~ r* — $*)! E (6R* -- 8Rr — r*)* 
— LAR*r — 8RÜP —52R'r! — e] 

2 wg | - [6R + 8Rr — r — C16Rr — 5r’) y 
HOER F8Rr— rY —MAR"r— 8R —52R' pP —r' } 
d (48R?r -40Rr^ — 112R*£ -— 1675) 


DUE gna GR ESR -—14R*r— 2r? ) 


一 -aE 22: 0; 0R — Rr +r C R— 2r). 


2. 三 集 形 中 线 长 与 旁 切 圆 半径 

设 入 ABC 的 边 长 为 a.b.c; 对 应 的 中 线 长 为 mimm 389] 
HERA rarer MWA FEJE: 

ER T e e 

证 明 式 (5) 为 对 称 不 等 式 ,不 妨 设 ambe NI AES 
切 圆 半径 公式 


;:23 (Gm) (5) 


. 8r sr sr 
p,2-———— Qf -00pQ,F L0 —— 
$— s—b $—ct 


(其 中 ; 为 半 周 长 ,> 为 内 切 圆 半径 ,以 下 同 ) 及 中 线 长 公式 
m i at FEES 8a. 


m= > Vla 3-8: --c*) — 35, 


m EGGS, 
5E K 
razmr,QZRr,m.WmyEum,. 
BrEAXp Rig 
ri Zr mr!iamwm!sm!. 
进而 可 知 
rMn'rni bn nitri, 
m, miim! +m Smi Hn". 
于 是 ,用 文 [2j] 的 结论 及 切 比 晓 夫 不 等 式 , 得 
re UA NOE n a 
bm mitm? ^mm! 


Pero 


3 
cene ds 
mm m, ka 


YE 
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> E [Cmt kom) + Oni H mt) + Om! + mà] 


1l 1 
”| m- F ER TITE, 六 十 加 


rr rar rtr? 
M omicm) tm tm mi Fm 


定理 6 (rar) +r Y H rry 
zz (mam)? + Cnam)” Himma)’. (6) 


证 明 ” 据 三 角形 旁 切 圆 半径 及 中 线 长 公式 
frar) 一 [ss 一 c) 下 


= [atto Ci bc) 
— 1c (a +H Het + habt hab’ + Ga! — 2c? — acta? 
—A4Aabc*) 
(rwr = d. (a'H He He Ac Hp Abe + Gbe? — 2e'a? — 22! 
—Aa?bc), 
r =E Gat E! He He da 二 Aca? + Gea’ — 2a! — 208c 
= duilcy; 
(rari)? + Gur! + Gur) Y — [3t Ho Hc) H4 lab tat 


T het be? teca ca?) t 2 Cab! + EI + eiat) 
— ACa'bc-aP^c tabe?) ], 


(mnm)! =A QU 25 a^) i Let zat) 
=E (5ah - 20 --2c*a? -- 4c*— 24^ — 204), 
nim) = (56°c 4- 2c*a* -- 2a* 8! 4- 433 — 255 — 2c*), 
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(mmay 一 i (5c*a? t 2a? b* -- 2b c* 二 Ab — 2c* — 2a), 


Cnam)’ + Grim, + (nm, — 3 GB EB Hea), 
BrEÀ Gun? A Gur YH Gur? — [ onam) + nem.) + nema) ] 
一 1 [3 Cat -- b* Het) H+ A lab -Hab tbe -E bc Heat ca?) 
— 7 (a!B? te --c*a*) — ACa?be Habe - abe? ) ] 
>+ Llah -- b*c* Heat) — Alabe Habe tahe) + 4ab la? 
p 5*) — 8a? P + Abc l He) 8e Acal 4-4? ) gea] 
=g [a be) to ea e Qa — 0 H- L[ab(a — 6) 
-FecGo— c» - Fea Qc—a)?* ]z:0 
BE Gur V Gur Y H Gur Y E Onm Y + Onm.) + (nm. 7. 
3. 几 个 猜想 
文 末 ,我 们 提出 如 下 猪 想 ， 


猜想 | 2 2/000 £0. (0 


猜想 2 206092309 >) nm), (8) 
Inc14- /2) In2 
其 中 In2 Singing 
Li k 
猜想 3 2/7173. klog 3. (9) 
参考 文献 


[1J9. Bottoma 等 鞭 , 单 境 译 ,几何 木 等 式 ,北京 大 学 出 版 社 ,1991. 

[2 杨 任 尔 , 问 题 征 解 及 评注 (68) ,数学 通讯 ,1991(5),1993(7)， 

[3]Zun Shan, Ji Chen and Marcin E. Kuczma, Problem 1680 and solutions, 
Crux Math. 17(1991), 238 and 18(1992), 250— 253. 
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-一 个 猜想 的 推广 


四 川 安 质 县 第 一 中 学 ( ) 


文献 [1,P, 223] 提 出 猜想 : 


IE/AABC 中 ， 
2 par A (1) 


1993 ^F: EE HE B 2, P. 772] 中 将 它 列 为 100 个 未 解决 的 问题 (问题 
42). 


H 
y bcCG Ee) a) L bebt yO — 2be 
4 b+c 5 十 < bec 
5 OO vL. 实际 上 (1) 可 加 强 为 中 
ee 
2) 56s cR Ned (2) 
V ERE 


本 文 证 明 (2) 及 更 一 般 的 结论 , 即 
定理 设 定 义 在 R 上 上 的 实 函 数 六 满足 f',, 半 0, 并 月 对 
A ABC 的 边 axcbzze ,有 


一 Os fo QG.—b os fonce). (3) 
其 中 工 = 22a 1!, 则 对 任意 A10, 
eN E E l 

D2] 2 DI SCESa X, (4) 
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" HB AABC 为 止 三 角形 时 ,(4) 中 等 导 成 芯 ， 
LT GMT NE X 
Era (e (La o Er : 
由 abs, i 


w| 


À 
Fa 


$ d D$] i $ 
Ii aya |j «| | «| | 


多 此 ,由 切 比 于 夫 不 等 式 及 (5)、(3) .66) ,得 


Me o uta iM ES3 3 Zu | Grey 


由 - >11 ESEEDRSERA S 


3 : 2a VES T 5» >| EDR | | 


moo onn, HAS ER] 


bie 


E ; xi mim i 2) | E vx 
《9) 等 价 于 


peto ce 


ETETE 2: IN 
> (a—b—c)(b—cY 0), 
fj &o-axl. cid ABC, 有 
Dt 2 2 227. 
WB MAABC TUM C 
证 明 ERPE fo-18 
Dr de 
由 0 二 A 和 1 及 帘 平 均 不 等 式 ， 


be J^] 


. (7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


63 


3aeveecymreee5-f56 aD 


由 (12)、(13) 立 得 (11). 
在 推论 1 中 令 4= 1 就 得 到 (2). 
推论 PIACE , 则 对 任意 三 角形 ABCH 
和 (14) 
证 明 因为 人 >1 ,所 以 
b! c! VÀ b 1 c | 
Fe tx Te gorge 
Bp 
(brc 5 7?-bpe ^. (15) 
由 (12)、(15) 及 is 如 ,得 
Su 2O^3) ?^221067- c) 
RS x^ 
"Ugo ~ 
显然 推论 2 推广 了 猜想 (1). 
推 伦 3 AARC 中 ,有 
IL,x;3 V S/U e’), (16) 


M BDORAABC 是 正三 角形 时 等 号 成 立 ， 
证 明 由 定理 ,对 0, 有 


[32] 225 ( 5 nel 
S À—0 BI f8 (16). 
(16) 是 [2,P. 236]76(25) 的 加 强 ， 
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[4j 王 振 , 陈 计 , 岗 个 猜想 不 等 式 的 加 强 及 其 它 , 中 学 教研 (数学 版 ),1994 年 
第 7 8 期 ,51 一 53. 
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关于 三 角形 远 切 圆 不 等 式 


TER 
福建 泉州 市 永春 县 科 委 (362600) 


定 尽 ”与 三 角形 湖 边 延长 线 及 其 外 接 图 相 切 的 图, 叫做 三 角 
EENE DA CGI hFE”. ALABC 有 二 个 远 切 圆 ,其 半径 分 别 
记 为 RaRa R ;其 中 ; 
R: 5 ABAC 延长 线 及 外 接 圆 相 切 的 圆 半径 ; 
Rs: 与 BC、BA 延长 线 及 外 接 轩 相 切 的 圆 半径 ; 

R.: 3 CA,CB 延长 线 及 外 接 畏 相 切 的 圆 半径 . 

LJH T AABC 远 切 圆 半径 R R R 与 旁 切 圆 半 名 ru. 
| rr, 的 关系 式 : 
cos? 5 = cos? -一 PS cos? — 

本 文 在 [1],.L2] 的 基础 上 ,比较 系统 地 给 出 人 4BC 的 旁 切 圆 、 
| 还 切 圆 的 半径 表达 式 ; 进 - 步 较 系 统 地 提出 包含 远 切 阅 半 径 的 三 

角形 不 等 式 ， 

L. Farar RR. 的 表达 式 
(12 AABC 旁 切 圆 半径 x, 的 表达 式 ，; 


_ fs(s—b)(s—e) E WE AN 
Pt Y 7 —— —- s r,-—ARsin -5 cos —cos —, 
s—a 2 2 2 
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e 


^D 


B C A 
ra ` retg g etg 3" r,—s*ig 2" 


C 
r, —ARs(s—b)(s—e)M abe. r,—(s betg 5 


h Sit A 
Os, a 
ETE acm P on C" 
2 2 
r a Ya” 了 l 
a C’ dE IE S 
2*'€5 EL h h 
bcs . A 二 天 A 
Es E ead ra=rtatg 7， 
A Ar 
ra= bte )tg "eu. nc cx 
^ t Ote) VbcG BG cy " 
imm 2bc(s—a) 
(2) AABC ys UI BUE (e R, 的 表达 式 ; 
R= 和 = KR,—ARsin d os id e pgs. 
A 2 2 2 2 
cos? — 
2 
EUM PEG MUNERE UIDES 
R,—AR tg 2 COS 7 COS z /Cos 2 ‘R, GaN xu) 
bc A bcr 
R= LE 2 * 7 ay 
S 4RG—0)6—6) _ 4Rs sA 
m a(s—a) LN CE: 2' 
A åra * bc 
= — — TA =E 
R,— (s—b)ctg C /eos 2" Ra EOLO? 
retg H ig => hatg A 
TET Ta 2 uc 
À po JE ECCE SEO 
COS 2 2cos jn 2 Sin 2 
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BAS Qugb. C" gu uS 
imi" ig go T Am — lbc)?” 
bes A A 
R,— za Bas 


以 上 各 式 均 呈 对 称 轮换 , 故 nur RR 读者 易 得 之 . 
2. ES RR R 的 三 角形 不 等 式 

DE RaRa R 及 三 边 a.b.e 的 一 角形 不 等 式 . 

定理 I 在 和信 ABC 中 ,有 


二 Yap RR: 


证 明 abec —2RsinA * 2RsinB * 2RsinC 


. A A . B B C 
po 3 * 一 一 — o 一 一 — $ t — à rr 
64R^ *sin 9 C08 y *sin 2 COS 2 sin 2 COS 
. A B C . B C 
B 4Rsin z COS z COS 7 , dun 9008 9985 
cos? P cos? a B 
2 2 
UE. A B 
Rsin —cos ~ — 
4Ksin 7 COS jg 008 7 


A B 
* cos COS COS — 


QC 2 2 
cos 2 
= R,R,R, * cos cos cos Ce 3 RRR 


证 上 毕 . 
(DE RaRo R. 及 外 半径 R 的 三 角形 不 等 式 . 
定理  JEAABC 中 ,有 


RRR. BR', 
ARsin f cos cos 5 4Rsin Lo C os A 
证 明 RRR =— A ， DOSEER 
"A B 
cos 7 cos* — 


B 


SAEC d 
A4Rsin 05 pu 
cos* c 
M. 
l-gm, 


. A. . C 
= Isin —s 3. 
64 R^sin sin 5 sin 2 x.64R g 


证 毕 ， 
(DE R R R &SSUMBIESS rrr 的 二 角形 不 等 式 . 


THI AARC 中 ,有 
Ta à fre 
R RRI 
证 明 注意 到 
太一 一 一 R=- R= — 
gi e Lad 26 
COS cost 5 cos? 3 
起 得 
fefe Ye 4 B C .9 
R,'R,'R 一 cos -了 7 十 cos y teos? $94 
HEHE. 


EHV  TEAABC 中 ,有 
6 
RR Sr I 


ur Yè 1 
EM. 一 一 一 一 
T 

aC 


证 明 R,R,R, =T 
à 41 2B e 
cos j cos 9 COS 2 
-— Parar, 
(cos A cos Z eos Ey 
64 
Faf bfaa 


ate RR 
| 1? 27 
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(4) 含 R RaR. R Rersra rr. 的 二 角形 不 等 式 ， 
定理 V 在 和信 ABC 中 ,有 


R>+ m RRR >4 € 
证 明 WEFT, Hak rarr. > 27r, a48 
BR'SR,R,R, = 


e T E * 


27 


3 3 
eV RRR SE * Vr >r. 


B[ 知 
R>} 
证 毕 . 
这 就 是 著名 的 Euler KER R 之 2r 关于 Ra, Ra Re FÉ oras. 
的 一 个 隔离 形式 ， 
(50 & Ra Rean R RA hahah 的 三 角形 不 等 式 ， 
定理 W TEAABC 中 ,有 


R R, R 
rad j 5e MET 之 4. 
h,sin s 
aii a Jain c 
2 2 2 
ARA 


2cos* i * ARsin Ssin sin S 
2Rh, Å 
— * t =j 
r 2 
R,r A R,r B Rr C 
. 人 E LUE = 
“orh E 23 0H ptg 3 IRTE v 


于 是 


Rr ,Rr Rr ,A B, ,Ce 
2Rh, 2Rh, ARA, 8 2 8 3 tig 2L 
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立 得 
RQORQ QR OR 


š 2i. 
im 4 


na 

TUE I ILESMTNSEAIÓÜBDUSIE-ÉBIEBTSES Bar. 

当然 ,我 们 尚 可 以 得 出 -系列 包含 Ra R R REAR ;; 中线 
m, mi mes Vi FE AER tutte 及 面积 Si 的 新 二 角形 不 等 式 , 如 


D> V3; > Rn 


16R?s’ 


EH ge» na ! be); DoaRCX 22884 iSe 57g ER: $ 


等 . 


条 考 文 献 
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XT R.r 5 s 的 锐角 三 角形 不 等 式 


陈胜 利 
福建 南安 市 五 星 中 学 (362341) 


设 R.r 与 ;是 俯 ABC 的 “二 基本 量 ”( 即 外 .内 半径 及 半 周 
长 ), 则 有 如 下 “基本 不 等 式 ”'"i?1, 
F(R,r)=2R 10Rr—r 2(R—20)) /R(OR—2r7) gs) (D 


x 2R'-F10Rr—rz --2( —2r7) VRR 9r) 
=F,(R,r), (2) 
(D DRES H HAARE 4 SJ T6 ff 2:608 «c 60fr Ss gg 
三 角形 ， 
据 此 ,笔者 曾 应 用 构造 法 证 明了 下 面 有 趣 的 命题 . 
funk ^ 形 如 
sf(R,r) (3) 
的 不 等 式 对 任意 三 角形 成 立 , 当 且 仅 当 它 对 顶 角 洋 60° 的 等 腰 三 角 
形成 立 ; 
形 如 
SS<S FRRr) (4) 
的 不 等 式 对 任意 三 角形 成 立 , 当 日 仅 当 它 对 顶 角 志 60 的 等 腰 三 角 
由 于 锐角 三 角形 包含 所 有 顶 角 委 60* 的 等 腰 三 角形 ,因而 形 如 
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形 如 (3) 的 不 等 式 则 不 然 i0 E 
的 不 等 式 应 有 区 别 于 -- 般 三 角形 的 特殊 形式 和 让 法 . 
事实 上 ,将 - - 般 二 角形 的 基本 不 等 式 (1)、(2) 与 关于 锐角 二 角 
形 的 Ciamberlini RER”, 
s>2R+r (5) 
结合 起 来 , 即 可 得 到 关于 锐角 三 角形 的 “基本 不 等 式 ”， 
ZFR, D> (2R+r)’ 


APEE T (Gr R«COG/2 +1)r), (6-1) 
DUET | Rt SE OR ur) 
(REC 2-1»). (6-2) 


它 是 以 R,r 与 5 为 三 基本 量 的 锐角 三 角形 存在 的 充 要 条 件 . 与 - 
《1)、(2). 样 ,(6-1)、(6-2)* 是 我 们 可 以 应 用 的 最 好 条 件 , 它 不 仅 
不 能 被 改进 ,而 且 就 本 质 而 言 ,其 它 关 于 Rr 与 5 的 不 等 式 都 是 
tie". 

据 此 (0838. SC E2 JE RE ,我 们 又 发 现 了 如 下 有 趣 的 定理 . 

定理 1 形 妃 (3) 的 不 等 式 对 任意 锐角 三 角形 成 立 , 当 甘 仅 当 
€ B 60 f] BLfa SE E — 8E GX IE 27 RC 2 r8 
对 直角 三 角形 (这 时 RZCOZ2 43-0))B3. 

WEB] 1 对 满足 rR 2 Dr 的 锐角 入 ABC ,我们 可 
作出 它 的 外 接 圆 的 内 接 等 腰 八 A18,C, "使 其 顶 角 为 


A, = 2arcsin i| 1+4/ 1- ES 


易 知 60*x:A,-—90*. H R, om 2), 从 而 
A COD SEDI f 2607 BA BE f EE — F8 TÉ sr LS 
szes zf(R, ri) f(G,r). 
2° 对 满足 RS 2 + Dr 的 锐角 入 48C ,我 们 可 作出 它 的 内 
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切 圆 的 外 切 直 角 A ABC, ,使 其 斜 边 为 
€ 一 2R , 
则 


n=} Gi Hh) mr Rm la R, 
571 att +e) = 2R; Hr: = 2R4r as 


( 显 见 R2 十 1D)7s, 即 RCY3 十 1)7) 从 而 若 (3) 对 直角 三 
角形 成 立 , 则 有 
52s zÁF(G.)-—fQGi;.n. 

综 上 ,充分 性 得 证 ,必要 性 显然 {证 毕 ). 

推论 1 齐 次 不 等 式 (3) 对 锐角 入 ABC 成 立 , 当 且 仅 当 
204-0 VI O/2«t 2/2), (7-1) 
24-2((1—0 C V 2 /2xtt1). (7-2) 

证 明 由 齐 次 性 可 令 R=1, 而 据 定理 知 

1” 当 2r&R<CYV2 十 1)r 的 ,只 要 考虑 顶 角 AE [x/3,x/2) 
H5 SERE —- fGE BU RT. A 


c d B £1 
上 一 sin 7 E 2' 3 5 


f 20-0)<| 


可 得 (参见 文 [2]) 
r—2t(1—1),5—2(1-2-0 ww] 一 大 
于 是 这 时 (3) 电 (7-1); 
2” RSV? 十 1)r 时 ,只 要 考虑 直角 三 角形 即 可 . A 
r—r/R—-2:((1—0€(0,/2 —1) (/2/2xt«D, 
得 
s--2R-Fr—2-4-2:1(1—0, 
WjiXmp(3)€02(7-2) GEH). 
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应 用 基本 不 等 式 (6) ,我 们 得 到 了 下 面 一 个 十 分 有 用 的 定理 ， 
定理 2 二 次 不 等 式 


SZAR +H gRrd-(27 —441— 24067 , (8) 
对 锐 和 角 三 角形 成 立 的 必要 茶 件 是 
)<1， (8) 
KZH 2) -AGH- 2). (10) 
充分 条 件 是 (10) 式 以 政 
2(1— Y ASA. (11) 
特别 地 , 当 (10) 取 等 号 , 即 
p—20 + 4 2)—-AGT /2) (10) 


上 时, (8) 化 为 
sR,r)=AR+E274 225—244 v2) Rr 
—[Q+4v 2)—24+ / 22]. — (8) 
Wi] C8 E SLE] TERED. 
证 明 考虑 锐角 二 角形 的 退化 状态 一 -直角 三 角形 知 , 若 (8) 
成 立 , 应 有 
(2R-ErY ZAR + arb (27—44—210)77 5 € (0, 09). 
4 r/R-*0 E R-—COC/ 2 Dr, BI CO, GO) RECO BRSE B5 d 3E 
e. 


为 证 (10) 及 (11) 是 (8)? 成 立 的 充分 和 条件, 而 (11) 是 (8' ?成 立 的 
充分 必要 杀 件 ,我 们 将 条 件 (10) 改 写 为 


Hp 一 207 十 W 2 )—- AG V 2) -npo 220. (105 
WORA 


SHR, r)— WRR- 2r) s ROR — 2r) 20). 
比较 上 式 及 《8 ) 式 ,我 们 只 须 证 (11) 是 (8 ) 的 充 要 条 件 即 可 . 
D ERSO 2 十 1)r, 由 基本 不 等 式 (6-2) 或 定理 1, 知 
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(80e QOR-FD'ZH,QGGr) 
ext 8— + V 20r] (4—0R—2(-— /2 Ari 
zo. (12) 
由 于 RIGG 20r: aca BT A 
(4—AÀ)R—2(3— x 2 — Ar 
ZG-AMOTV2)20r—-2(3— /2 —Ar 
-[(6/2 —2—AC/ 2 一 1)] 
zm[«/2—2)—4€72 —D)r0, 
(12) 式 成 立 , 从 而 (8 ) 也 成 立 ; 又 前 面 已 证 , 若 (8) 成 立 , 凡 有 4 
«a. 故 这 时 (8 ) 成 立 的 充 要 条 件 是 ACA. 
2" rR / 2 十 1)r, 由 (6-1) 知 
(80€ HI(R P) RS F,OqR 7) 


eXI-—20EQ-—2R— (Q2 一 4 一 1 Y 2 )r] 
Z2(U—27) V R(QL 727). (13) 
t R-—2r E] ExXBOE 2r R«C/Z2 十 Dr 时 ,; 则 化 为 
(2—2R—[24 2 —AQ-- V 2) ]rz2/ R(QRL —3r).. (03) 
24 Azz2 时 ,(13) 式 : 
AIOG—ACXOL2 T Yr—[2472-—A0O- 2 )] 22r 


= C/ 2 --D CZ 2 1-2) 4h, 
ii)34 A«C2 时 , 令 R—2z, Wu Bi (130 n] 48 EE AR P 
2(2—Aà—[2/ 2 —Aa0 4- / 2) zm0, 
即 
—242s*A«2. 
在 此 条 件 下 , 易 知 (13’') 左 之 0, 于 是 可 平方 ,整理 为 等 价 形式 : 
(R—C/2 --Dr](AA—4)R-—[CV/ 2 十 ]) 开 一 4 71 
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十 8(Y 2 —12]r)z0. 
ida& B A FAXO uM] ERRA B (C 
AR, OSR P 27—R«COZ2 +r — 2 2 x2). 
ARD xp Rri KARRAR MERRISEARA 
ee 4 2 A42 2 Frío, 
le w 2 cr Dr,n-—4[1-20— 7 2)]rx:0. 


视 


即 
2(1— V2? SAZ. 
由 站 ,i0) 知 ;这 时 (8 站 成 立 的 充 要 条 件 是 12:20 — V 2 ). 
综合 1"、2" 即 得 欲 证 . 
推论 2^7. 使 锐角 三 角形 不 等 式 
sZEKR-- (GV 3 —2K)r, (14) 
S ZK'RroT(7—2K)7£ (15) 
成 立 的 最 大 常数 分 别 为 
天 一 (1] 十 Y 2 )(3 十 2w 2 一 3W3) 一 1.52644616.… (14) 
K' «201 4- V 2 ) 一 16.8284271.… (15) 


证 明 quu KIO.OoSdrT 
SIKR RIK(GS3—2K)RrM(GG4 3 —2K)Y. 

于 是 据 定 理 A EUG. BUS 

K'«4 H 2K(GV 3 —2K»s;20-- V 2) —K*(2- V 2 ), 
即 

OSKKO V2)(3+2V 2 —3 / 3 ). 

X dE (é8)n$A—0O.5—K', BIA CIS REOS HL LA KU 
S20 4 V 2). MOS OA D 5055. 

类 似 地 ,在 (8 ) 中 分 别 令 = 1,2,3,4, 以 及 1 一 201 一 V 2» 
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«o7 309-4 ww 2 ) 一 3.8123…, 可 得 
推论 3 在 锐角 入 ABC 中 ,有 


RA V2 )Rr 十 (1 一 2Y 2)rf (16) 
SER +H8Rr4+ 3r’ (Walker 不 等 式 )， (17) 
SZSRIG- V 2 )Rr 十 (5 十 2Y 2 r, (18) 
SZARI4-O-—24 2)RàdT O44 Y 2 r’, (19) 
SEOS 2 )R!- 0246 2 )Rr 

— (5-FA V 2 r^, (20) 
$23 09-4 2) (Qt 4m) zr. (21) 


等 号 当日 仅 当 入 ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
另外 ,由 R 之 2r 还 可 得 到 比 (16),(18),(19) 稍 弱 的 不 等 式 : 
SR’ +12Rr—r'={(R—2r)(R +14) 4027787, (16°) 
SZSR'SRrBSÓS—3(U —20(GtCb30 R27T8, — (08) 
STEAR!— Rr+1l3r —(R—20£Y( RH 717) 2-27à£. (19) 
顺便 指出 ,在 形 如 (8 ) 的 不 等 式 中 ,由 十 
H, G7)  HíG sr) - Q AG —27)[R - C2 Dr]. 
(20°) 
B 200 — V 2 KALAS A 
M (R,rYEH,(QR,) Or&R<( V 2 +1)r), (21-1) 


Ha (RPH (Rr) (RÈ(V 2 +1). (21-2) 
AE. SHa- S Gor) R SZHSG Od BEMPTSEX 
不 等 式 . 
下 面 略 举 一 例 说 明定 理工 的 应 用 . 
例 试 求 使 不 等 式 


六 (22) 


$m 
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对 任意 锐利 三 角形 ABC EI BUSES Eo) A. 

解 ” 易 知 (22) 吕 化 为 形 如 (3) 的 不 等 式 .于 是 据 定 理 1, 只 要 
考虑 人 ABC 为 直角 三 角形 和 顶 角 AC | 3 os | LARES PUER 
ñ: 

对 RLAABC RANI c— 1a — sinf b= cos, 0< 0< 7. , W 
C22) 化 为 

(w 3 —A)sinOcost—A(sing +eos0) 2- 24— 1 «0. (23) 
4 0—n/A, i} 
i. Á£340(/3—p:——4À—1.56172234-—.—— (24) 
而 当 A— A; 时 ,(23) 即 为 
(V 3 — A)'sin'26—4[ 34 — (013-2 V 3 JA4- V/ 3 ] 
' sin28 --4(3A,/ — 4442-1) 0. 
U3X 4 sin20— | 时 取 等 号 , 则 左边 有 因 式 sin20— 10, [RE m Hg 
(3 À)sin20— 4(3A,/ —4A4,4- 12 0. 
由 sin20s:1 及 A, 的 值 经 计算 即 知 上 式 成 立 . 

对 顶 角 AE E | 0 35 B ALABC SEE b c— 1.a — 2t, 

1/2xu« v 2 /2, WW A= Ir. (O20 u[ 4E H 
201 — 2A0£-- AA H-1 — A R26 V 300—208). 

平方 ,整理 ,分 解 (注意 上 17/2、w2 /2 时 上 式 取 等 号 ) ,得 

16 (t — 44-101 — 16 (24! — 4) 2- 4(6A, — 34, 2)? 

-8CGo^— À)t3- CO — 24 d- 0 0 

€QGr— DO — / 2») * déoso (25) 

AP d G) — (GA! 4A d- i [GO 2 69 x 2-(2—2 / 29A, 
?9 


1 
2 ) 六 十 
十 (2 十 2 2) 


出 A 的 值 经 计算 知 
d 0 关 (4 一 4 十 4)| 计 | +i2 VE — 6+ (2 


(1 一 21 十 1) QG/2su« V 2 /2) 


IAE) zz ear 


T 12250, 
s C25) m, L. 
综 土 知 使 (22) 成 立 的 最 小 A= Ao 1. 56172234. 
文 [4] 铺 测 当 4 一 站 时 (22) 成 立 ,这 里 我 们 给 出 了 这 一 猜测 的 
加 强 . 用 其 它 方法 来 解决 这 - 问题 是 其 为 繁 难 的 . 
最 后 顺便 指出 ,应 用 定理 1 及 推论 1, 我 们 还 解决 了 石 世 电站 


最 近 提 出 的 如 下 问题 
求 最 佳 的 系数 ,使 不 等 式 
21608 A», 20m A rq sin4 (26) 
XHESRAABC 均 成 立 . 
事实 上 , 作 角 变换 : 
(4 号 ,人 C) 一 (一 24 开 一 2 大 +A — 2C), 
知 (26) 等 价 于 锐角 入 4ABC 中 的 不 等 式 ， 
Poda- Bip P jsinAzE-0 21ain24. (26) 
将 (26' ) 化 为 关于 Rer 5 s AREARE LB RISK HEP AR A 23-045 H 
最 佳 系 数 


(prq) =| la (DG META D. a 


Ea 2 3 Ey 
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Gio | T T 43). 
对 此 ,笔者 已 另 文 前 述 . 
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Hadwiger 不 等 式 的 探讨 


$ H 
南京 师范 大 学 数学 条 (210097) 


ÍEAABC 中 ,用 A 表示 面积 ， 
Q= (a—5)* 4- 5—c)'-- (e—a), (1) 
则 有 
AV 3 ARKE d éxa4 33 A-3Q. |: (2) 
当 且 仅 当 二 角形 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

(2) 是 1937 年 ,P. Finsler 5j H. Hadwiger 证 明 的 , 其 中 左边 
的 不 等 式 是 Weitzenback 不 等 式 的 加 强 ,不 少 书 中 都 有 介绍 . 右边 
不 等 式 的 证 明 较 为 罕见 . 江西 华东 交通 大 学 刘 健 先生 对 最 大 角 
和 120" 的 二 角形 ,将 (2) 的 右边 加 强 为 


a! EP eg 3A-T2Q. (3) 
并 猜测 对 锐角 三 角形 ,有 
I T 4-1. (4) 
本 文 将 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 若 八 ABC 的 最 大 骨 Ag, M 
a? -- b! HEAV 3 A4- AQ. (6) 


其 中 
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_ 2—2sin($-- 307) (7) 


(2sin fiy 


A 


EXE pg 
推论 1 (2) 式 右边 的 不 等 式 成 立 . 
推论 2 若 八 ABC 是 锐角 三 角形 , 则 


a^ EE eA V. 3ATG- 306/72 HQ. (8) 
推论 3 #AABC 的 最 大 角 A«120^,Hi 
4 FE xA / 343.558 120, (9) 
由 于 


(2--/ 32€ / 2 4-1» 
=1. 561718 = 1.77775, 


3 +2 1 8660.<2, 


所 以 (8) 优 于 (4) ,069) 优 于 (C3). 
WT XE 
Fa,—4v 3 AS-AQ—a! be, (10) 
以 < 为 底 作 含 角 为 4 的 弓形 弧 , 将 4 AER SOME RS HB GS 
A'. 显然 A— FbesinA 增加 ,因而 积 be 增加 , 由 余弦 定理 ,得 
(b+) =b E e* -- 26e =a -- 2bc (1 十 cos A). (11) 
所 以 5 十 ce 也 增加 , 经 简单 的 恒 等 变形 ,得 
Fi»=2 V 3 besinA+ (24A— 1) (a? E? -- e?) —2ÀaCb-4- c) — 2ÀAbc 
= (2À-- 13 (b+c) —24a(b54-c) --2bcC s 3 sinA- A 
— (24— 1)» 4- (24A— 2a? 
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-— / 3 sinA— 344-1 b 2—92 la b y+ 
— 和 (b4d-c) (+e 


a2) 
(12) 的 右边 是 3+c HK AR C E R EERE On. 
2 


1 十 cos4 y 
2(hb4-c) (而 十 < 


= / 3 sinA—cosA—A(1 —2cosA) —A * pp; t eos) 


l A 
«^3 sinA —cos A —A(1— 2084) — 5 (1--cos A) 
P sinA—cosA — 3-A(1—c054) 


<V 3 sinA—cosA —2(1—cos AY CE mA) 
= 2sin A -- 30*) — 20 
所 以 在 点 4 移 至 A' 时 ,FF 减少 . 从 而 欲 证 


Fazo, (13) 
可 以 假定 6c. 


A= 方 bsin2a 4 一 2psinay 


F= å V3 4 十 2À4(a —b)!— 25 — a? 


— 25 C // 3 síin2a— ] — 2sin'a-- AC1 —2sina)?) 
(00 2E C-2--2sinC2ad- 30?) J- (1 — 2sina)?) 
因此 ,(13) 等 价 于 


2-— 2sin(2a-- 30^) 
fu necp (14) 


id GA EUER GEL E c) s Dll] 
À Gsina— 1 Je us 
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= —cos(2a-4- 30°) (2sina— 1) —2cosa(1 —sin(2ad- 30")) 
—2( cosasin (2a+ 30?) —sinacos (2a4- 30?) —cosa) 
—sin (2e — 60^) 
= 2(cos(60* —a) —cosa) —sin2(a— 30^) 
= 2sin(a — 30?) —2sin(a— 30° )cos (a — 30^) 
L0. 
因此 goo VADE A RECO UE | T 
TEC m 2sin($-4- 30^) EN 
C" Casin fp: ? 
所 以 Am 3 FB OA BGE. 从 而 (13) 成 立 , 即 (6) 成 立 . 定理 证 毕 ， 
在 (7) 中 分 别 了 $—180^,90^,120* BD fie. 1、2、3. 


a 


为 (2) 表 明 AD. Bir dr 亦 应 当 是 1 十 半 即 全 ,这 正好 是 


16 16 
(2— /33€(4/ 2 +1} 
z1.5617-- 


QS 
的 渐 近 分 数 . 因此 刘 先生 的 猜测 (C2) 中 起 改 为 加 ) 是 相当 合理 的 . 


MR #120°, 那 么 和信 4BC 中 有 Fermat f- F.^ FA,FB,FC 
分 别 为 ro y.z 5l 


a^ EE c AV 3 A— Gr yY-G-— zd G— x), 
于 是 有 
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Qx G-- y) Gy —2) o (GG — 2)!sQ. (15) 
其 中 4 由 (7) 给 出 ， 
更 一 般 地 ,下 为 人 4BC 内 ~- 点 (不 一 定 是 Fermat 点 ), 相 应 的 
RER Cy ?十 (y 一 z)? 十 (zx 一 xz) 与 Q@ 有 何 种 关系 似 不 易 定 
出 . 
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三 角形 中 的 线性 不 等 式 


陈 计 RERA 


浙江 宁波 大 学 数学 闲 (315211) 


$1 引言 

本 文中 ,我 们 对 涉及 入 4BC 常见 线段 的 22 个 一 -次 规范 函数 
CB, $3) 间 的 大 小 关系 作 一 系统 整理 ,发 现 近 200 个 不 等 式 中 有 
35 个 是 基本 的 . 很 遗憾 ,我 们 仅 确定 了 其 中 的 36 个 是 成 立 的 ( 见 
$ 6); 留 下 的 5 个 猜想 不 等 式 , 我 们 对 周 长 小 于 800 的 整 边 三 角形 
用 计算 机 作 了 验证 . 


$2 .3 
本 节 中 ,我 们 介绍 本 文 所 用 到 的 记号 : 
a,b,c W BC,CA, AB 
5 半 周 长 
R 外 接 圆 半径 
7 内 戈 圆 半 径 
l'as, 3$ BD 4S 
riCP) ,re (DP) ,rs(P) 点 卫 到 入 ABC HAEA 
OQ 外 心 
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H 3f 


G 重心 
I 内 心 
r Georgonne 点 
GEAABC AHRI AHI Ceva RIET 5) 
N Negel 点 
(过 人 4BC 旁 切 圆 切 点 的 Ceva 线 共 入 点 ) 
K Lhuilier — Lemoine 点 
(K 是 22r1:(P) 的 极 小 值 点 ,参见 [1]) 
J Ji Chen 点 
(J È DrMr CORIBCK US WED 
ha sis sh, 高 
Ma sMo yle 中 线 
Wa s Wo y UD. 角 平 分 线 
Bai B- Gergonne Ceva £X 
Ma v Tip s Ple j Nagel Ceva £X 
ho sks ok, 过 天 点 的 Ceva 线 
0 过 J 点 的 Ceva 线 
A, 锐角 入 ABC 
GI O. Bottema, R. Z. Djordjević, 


R. R. Janic, D. S. Mitrinović, P. M. Vasić, 
Geometric Inequalities, Groningen, 1969 
AGI D. S. Mitrinovic, J. E. Pecaric, 

V. Volenec, Recent Advances in Geometric Inequalities, 

Dordrecht — Boston — London, 1989 

MO A. W. Marshall, I. Olikin, Inequalities: 
Theory of Majorization and Its Applications, New York 
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-- London — Toronto — Sydney — San Francisco, 1979 


HLP G. H. Hardy, J. E. Littlewood, 
G. Pólya, Inequalities, Cambridge, 1934,1952 
MPF D. S. Mitrinoric, j. E. Pecaric, 


A.M. Fink, Classical and New Inequalities in Analysis, 
Dordrecht — Boston — London, 1993 


$3 PORE 


下 列 22 个 正体 字母 a~v 所 表示 的 一 次 对 称 函数 ,在 a 二 b= 二 ec 


一 1 时 取 值 均 为 3 ,我 们 称 之 为 规范 的 ， 
a=9=3 nU) b—3R=3 2140 


c= 3.03 a4 d= Yr =4R+r 

e= 225,532, 5G) f= 2/m,— 2 214G 

g 22w, h= 274. 

i= 2n, j= 22, 

k= 2c. 1=3(R+r)=3R 2 ,cosA 

m=2 2/AI n2 D Ar 

0-3 2 aN p- 3 2 AK 

q= ŽA r— gs Gr! ARD) =6R 2.1 cosHicosC 
532,450) t=3 2r, (N) 

u=3 Xr (K) v=3 n (J) 
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其 中 


32,0 (0) CAD t -3 Par CD (A. 


PE og Ma EZ ¿I £I TT 
bl 


H 
b =— ] --ui---u -—3 de 一 一 9 一 -一 日 一 一 -1 


Li 


I=2 22AH 
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$4 有 向 图 


对 上 上 节 的 22 个 吨 数 ,我 们 用 衔 头 及 标号 来 表 上 它们 之 间 的 不 
等 关系 . 例如 :用 m 一 >/ 表示 不 等 式 | 

2 Ms NC. (23) 
这 样 ,对 任意 人 ABC, 有 上 图 所 表示 的 不 等 式 族 . 其 中 5 个 虚线 简 
DE EG REM. 


$5 引 理 


引 理 1 URL n nm yis on os 满足 不 
等 式 组 
DÈY» 


X HTZ YJ cy 


mit etaa y nhe ya 
MWA 如 <1 时 ,有 不 等 式 
M,GOZM,G), 
其 中 M, Æ p XROEE. 
WB] 由 于 M, 在 p 关 0 处 连续 ,所 以 我 们 只 须 证 p0 的 情 
形 . 由 假设 可 得 
Ca a =a y 
Cr ra rnit) Elar,’ xs yty)» 
(rii Sak) ei He Hara ETa O de», 
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af (xq pe4x)ma yer. 
MEDI En 个 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 对 右边 用 HEP 的 (2. 8. 4) 式 
(Holder 不 等 式 的 增补 ) ,得 

meppen an ytet Ye 
Blant erd A DG et y) 

即 

Gr! T ant E y, P1, 

引 理 2 HAAR narn r> 0, y y> y0 
足 不 等 式 组 ; 
SY, 
TT YY 


IISIDEPI 


则 有 不 等 式 

Zi 十 …… 十 Pass 十 … 十 yn， 

证 明 由 假设 可 得 
Tl! SI 7, 
Cr) 7 X yu 75, 
(355, T a éd) Twy 

CTT P ly yn d 
将 以 上 = 个 不 等 式 两 边 分 别 相 乘 ,得 

TS 
再 用 加 权 的 算术 平均 一 几何 平均 不 等 式 , 得 

Cyr T EO Cr bpm Ea 


—(n* n tee . 2 / Gn rt ez) 
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$6 不 等 式 


定理 1 ru: Z HrK Unk). 
2a 


* a? = E 
证 明 a T 
G : 2s*r 
2inO0-3—i ARD 


于 是 (1) 式 等 价 于 
HC) 二 rR (sr 4Rr)— 8s: Rr 
=s -4 RCRT27)Tr(4RT AR —r) 
S0. 
出 三 角形 基本 不 等 式 ( 见 GI 13.8): 
ICs = —23! OR -H10Rr —r* )--r ARE r2 x0, 
HG» G0 2rJ G'sS2rJG). 
从 而 HHE HGO, PUDE 
JG mS! (8R —r) — ARH R --ARr Y £ x0. 
由 Gerreisen 不 等 式 过 4R: 十 4R7 十 3r7 ,得 
J G^)szJ AR -FARr- 37) 
= —2R'r-r 6Rr* — ir“ 
— —2r(R — 2rY( R -NSD 


3 
[一 | LN 
定理 2 rs; JR 


证 明 由 (中 = 起 一 全 人 =- ,得 
220-0) a ^,yz 


G'--r! AR) 3 Par Q3. 


(1) 


(1.1) 


(1. 2) 


(1.3) 


(1.4) 
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2A, yz (a Gro y) 


3Mndqo- 
Zr ) abc Y ye 
1 ML e RS on 
aye oae 2j] Sp ccÜGRdTYMrY 
aii 2R 9 ys |. 2Rr(AR-Er) 
Jo SrcrGORTYrTYNM 
2R(AR- Er) 
于 是 ,(2) 式 等 价 于 
(4R-d-r) Hr —ARD x sr-FrG RT FRYM 
Bp 
ARS*X:ARGR-A- rYXR-4 £7), 
或 


sj SUOGURI5SREH- 2H 
这 弱 于 Gerretsen 不 等 式 s^ AR? --ARr 4-37. 


定理 3 ua :3 Por GO sr. 
证 明 ”我们 来 让 更 强 的 结论 ， 


"A 
bat (K)x.3r'. 


B nO "yu 上 式 等 价 于 
4A 
<3’, 
Xe 
i 
| 244] «321a, 
这 是 显然 的 


问题 : 求 出 使 2 r^ CO «cr RLH RAER k 


定理 4 s>a:3 Dnr. 
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(2. 1) 


(2. 2) 


(3) 


(3. 1) 


(3:2) 


(4) 


证 明 由 (TT) 一 x y DL , (4) 式 等 价 于 


a2) (4. D 


H Tis- mad cn 所 以 MAN 
bG— D cG- 0&FE. 由 切 比 晓 夫 不 等 式 知 (4.1) 式 成 立 . 
dl. = log:3 时 ,有 


SU OD fiar. (4. 2) 
其 中 O0 EÈ Ceva ££ g. 的 TD 部 分 . 

定理 S  a—c.0rm 22 (5) 
注 记 :这 个 结果 属于 S. 工 Zetel , Gl. 8. 
定理 6 e bi (6) 
ibidiA RS MR. 
定理 7 ch: OML 2g. (7) 
IEA mg. 显然 . 
定理 8 cv: 202A 32200). (8) 
证 明 RIIKE : 般 的 结论 ， 

CN 

PD 2e (QJ); (8.1) 


Ep >l 或 上 一 0， 
irre 2d LL 1) 式 等 价 于 


TA 
p 2 dest Late--a)h (B. 2) 
H T GaG— a) bG— B) yels 一 c)) 与 (hs,hi,h,) 同 序 , 所 以 由 切 比 上 晓 
夫 不 等 式 得 
D lalah >t Daea} 2&4, 
8 H R FE f ES WE 
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3 245-07 2| 3 XaG-a]. 


知 不 等 式 (8. 2) 成 立 . 
T8 UIN : 4 Z0. 672814102 时 ,不 等 式 (8. DR; HEE ko 


B += 的 一 个 根 . 


猜想 9 jn DSE Lar. (9) 
猜测 ;对 人 ABC 内 任意 -- 点 已 ,有 
Sara) X, (9.1) 
其 中 1S3. 
定理 10 jp: 2c 3 DAK, ao 
证 明 ”我 们 来 证 更 一 般 的 结论 ， 
S| 2| Xar, (10.1) 


HEP kE RRO. 


由 ALAS EXT 


[2224] 2 ks 21 QI b OY. (10, 2) 
2 _ CQP 2c a) — bêr? ! a? 
H ka Hey ed | 
AUG Fc? c! ora? a? -P) 5j Ce, TA ko RIPE. n a E EE XR, 
n3 (EY 2 UC et . pMTS 
SL HERES 55] 0 IE , 
A E z 245 1 2 2 d | 2 2 
3 21 e) >|4 Dete ) | - 204 
即 知 不 等 式 (10. 2) 成 立 . 
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á 


t 


问题 ; 求 使 不 等 式 (10. 1) 成 立 的 的 范围 . 
定理 11 h—g: Digest 29 


(11) 


注 记 :这 个 结果 属于 民 .H.Fddy ,参见 AGI. X.6. 19 中 第 


一 个 不 等 式 ， 
定理 12 vn:3 DrD Dr. 


a(s—a) 


Sugcap zi 


(s—c)i&s—a)- is—a)ts—b) .. 2a(s—a) 


证 明 由 于 (二 二 一 一 一 一 
AD -— 


又 ga Zh. PEV ALEN CD ATIS ECL GT 
定理 13 v532)nG003 2, AK. 
证 明 我 们 来 建立 更 - Reg. 
Dr APE 
其 中 己 为 人 4BC 内 任意 一 点 . 


由 (CD 二 -2 一 a(ís-ca) , | 2À6— E 
Yi y Dump ET E 得 
^A 
SUE M 
Y'aG—ay 


X 2,a(—a) —2r AR -r) f& 
DTE p 
ri R. ”4R 十 


不 妨 设 A 二 max{4,B,C}, 则 由 GI 12.55. 


a? +p’ 2 uet e 
| d 42 /34| , 当 ART 
|i L ARE. 


36-06-o0 ^" Sacs—a) 


(12) 


(13) 


(13. 1) 


(13. 2) 


(13.32 
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当 AI O3. DFF 


， 2 
de at EC L3 3A. (13.4) 
- 


HIT. 222: 2G!—r ARP) Aor ,所 以 (13.4) 等 价 于 
H (s)245' s AR -r)! +r (AR4- 7)! — 2 V 3 sr(4R+r)? 
<0 (13.5) 
由 三 角形 基本 不 等 式 : 
I(5)25s* — 2s! (2R* -10Rr —7*) J-r ARE r0, (13. 6) 


得 
Hs —AI GO M- rJ Go rJGO, (13.7) 
其 中 
J G)29s (GR —r) —2 / 3 s(AR- Er)! —3(4R4- Y. 
由 GI 5.11 E GI 5.4; 


3w 3rissc3v 3r-J-2(R—2r) 


7 7R--4r 
xu a dc (nca 
"248 2/3 
以 及 


， (13. 8 


JG 3:7) —3(4R* 4- MAR r—588Rz? 4-887 ) 
— —12(R— 2r) GG6R*--68Rr — 11£) x0, (13. 9) 
| a. E 


— OR — ]41R'r--8ARr^ -- 76r?) 


一 - TH 20 G0R H- 190 «0, (13. 10) 
得 J G)s0. A. fij H G)xz0. 


当 AL TM. 要 证 (13. 1) ,我 们 只 须 证 


xc. (13.11) 
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A HBE.W IDEE 8 BOR 
(54 o rats un = d | | 


yaj 22]. 


=r' (y E z^ yz ty 二 zy z^ Hyd +) 


—Laerere| My - 


$ 


oro FO Ge) H yey) 
—a' Gr yd 220^ 2) yz) 
十 了 (xy! Ras uie me. (13. 12) 
其 中 了 = 一 2 等 ;于 是 不 等 式 (13. 11) 成 立 ， 
"Y 
定理 14 v—53204003224OD. (14) 
证 明 ”我 们 来 建立 更 一 般 的 结论 ， 
2or UO Zar (ND, (14.1) 
Rn RID ERO. 
B nuo. a(s— 2A(s—a) 


jam Zi LE by 


PNE 一 :一 < 2: 259 (3 0). 


h. 


Te r 


(14. DRF ffr T 


即 


s a NOE" 
bred | 23 la (14. 2) 


1 d 


由 十 (s 一 ass 一 bss -o5 ddo, 所 以 由 泉 -小 林 - 高 桥 必 i 
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gp M| TE) [M Xe k la 
当下 实 1 时 ,要 证 不 等 式 (14.2) ,我 们 只 须 证 : 


PEE De zs] 36a 


即 


jay 2:5, (14. 3) 
这 用 Cauchy 不 等 式 即 得 . 
3 RIO 时 ,要 证 (14. 2) 式 ,我 们 只 须 证 ， 
eco prfne-2]" 
Bp 
| 24aG-a) |. (14. 4) 
4 :一 a 二 x 等 , 则 
slaf Hasa | 
=My+e) [25s] —8( Xyz) 
= 2 G'y ar) t4 21 Gy! Eae) EB Date 
—-22) ys! —8 21 G'ys d ys!) — 18x! ys? 


一 二 
十 yz{y 25! ] 


>Q. (14. 5) 
问题 : 求 使 不 等 式 (14. 1) 成 立 的 的 范围. 
定理 15 gn; Yw KË Ar. (15) 


注 记 : 陈 计 在 1991 Po [5] 的 23. 16*); 对 
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AARC 内 任意 一 点 已, 有 不 等 式 
2) AP Dow, 


于 振 在 1993 年 5 月 16 日 来 信 中 称 ; 己 用 s-R-r 方法 证 明了 更 强 


的 小 等 式 ; 


| 2AP) > 3-90 dus 


考虑 很 复杂 ,这 Xu nic m 
定理 16 g>p: Xw DAK. 
证 明 ”在 不 等 式 {15. SN P-—K 即 得 . 
猜测 ;对 A4BC 内 任意 一 点 卫 , 有 
Dar'>|2) Dwe, 
其 中 1<&k 才 3. 
猜想 17 n>m: :这 TS 之 ;光芒 
— E N: isl. 
猜想 18 p. 2 AK n). 
定理 19 pc; | 
3 X ak Da, 


2bcm 


证 明 SOOO ET. 
94 S WE D . 2 


两 边 平方 ,得 
12 24 bem, --24abc 2x am,m, 


«| ar 1 >,a] f 


(16) 


(16. 1) 


(17) 


(18) 


(19) 


(19. 1) 


(19. 2) 
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主意 到 陈 计 71993 年 发 表 的 不 等 式 ， 
4mm, 2a! tH bc (19.32 


(19. 224433 — (9. 2277.3 

>| za) | 2/4] —3 D(H 2a) 
= 

一 于 有 27 Go bac) -- 3 23 (a'b4-a'c )-F4 2 pc 
— 10 Jabe t4 2.) Ga'b'c-Fa bc) — Babe? 

=} 22 GG —eY ara h Tabt 
++ 6b*c -- 2b*c* + 6bc? +c] 

-L2, (b--c)5*((2a —b—c)*[12a* -12a C 3-6) 


+I --225c4- 98 ]2-24a Qi - c) (0 — cY? 
J-75* 4-565 — 30bc? --56bc^ 3-76) 


0. (19.4) 
猜测 24 klog 时 ,有 
// 3 MICAKOoMi(a), (19. 5) 
M RA 时 ,不 等 号 反 向 ， 
猜想 20 pf. 2) AK pie (20? 
定理 21 m-41,3 $ DAISGQ +r). (21) 
注 记 :这 个 esce G. Daniellson , IJ, GI12. 2. 
定理 22 mec; 3 Sart? C m (22) 


注 记 :这 不 于 4. Mm W, Walker 48 © 
加 强 成 


| XAI) < SRG (22.1) 
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W AGI, X.6. 1. 


3 x 3 N? 


定理 23 mt: » ca Als 5 Lu AG. (23) 
证 上 明 我们 来 让 更 一 般 的 结论 : 
M,CAIVM,CAGO. (23. 1) 


Hp aai. 
Ti aZmbze. d] A SBI CI, AG BGSCCC. H1 5| 38 1, 
Sell uE:AGIRAL.AGT-BGE AI BIK ODR. 
ang EL AIG 的 补 角 为 8, 则 
DAS LAHE), 
AGZzAI—GI * cos / AlG, 
BGZBI—GI "cos / BIG. 
CGZCI- GI «cos CIG. 
所 以 


AG -ALEGI * cos 220, 
AC; 4- BG — AI — HI 
Gi- [coso -cos| Ats, 


AG T- BG--CG — AI— BI—CI 


GI * | cosl -cos| DE *0 -^ os! eic - 0| 
—GI* | cosü — 4cos 2A ke "Os [EIC : zu 


2I * [cost -cos| 57 ~+0| |o. 


注 记 : 革 述 证 法 是 干 振 1994 年 5 H à Hia dni. 

猜测 : 当 kke =l. 3904954602 时 ,不 等 式 (23. DAL EU ka 
是 2 十 2=3' 的 一 个 根 ， 

定理 24 l->d; AREO OR (24) 


JS 


了 03 


定理 25 c—d:—7— ED 2 (25) 
Hi ,这 个 结果 局 J. C. H. Gerretsen, K, GI 5. 29. 它 可 推广 
为 :当天 六 1 时 ,有 


X3 Ma) MG (25. 1) 


见 MO,Ch. 8,Sect. D. i. b, 或 AGI, M. 2. da 6e 
定理 26 c—k: x Y oA (26) 


注 记 : 这 个 结论 属于 王 振 *. 
猜测 : 当 TssR&ss4 时 ,有 


' pr 

E 3m (26. 1? 
定理 27 [—q - 214G« 3 Xa. (27) 
证 明 我 们 来 建立 更 一 般 的 结论 ; 

M.AGYEMi( AS), (27.1) 


其 中 x2. 
不 妨 设 abc. AGXCBGX:CG, AJ BJ«CJ. HEIM 1, 
我 们 仅 需 证 


DAAG, (27.2) 


AJ* HBI ZAG HBG, (27.3) 
AJ ZAG. (27.4) 

# GI 12.53.34] AABC 内 任意 一 点 卫 , 均 有 
DAPA, (27, 5) 


所 以 ,不 等 式 (27. 20 HL VI... 
由 (27. 2) 式 ,要 证 不 等 式 (27. 3) ,我 们 只 需 证 
CJ'x;CG*, (27. 6) 
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Bp 
afe  tabG cay Go BY. iHe (27. 7) 


| Deso | 


4 a— yz 等 , 则 zs ys. 现在 计算 
| Dasa) | Catet) Qa be 4- 36ab(Cs — a) Gs — b» 


=4| 2 ye EEE et G—35*] 
—9IICy3-22* --36x* y! Cy z2 G4 2) 
— 72! Gr y)! — 22 (63 — 1322 y — 13xy* 4-7) 
—z'(5x* -F 223) y — 182^ y! --22xy! 4-5 y^) 
— JOxyz Gcd- 32 lr tH 539 — 5z* y! (x — y)? 
—22 G-4- 3) Gad zy— z’ — y) 
T 52! lr tyle’ rtz y— x y) 
T-28z'xy(Gr--zy— ax — y) 
cxryzIOiz418ryr 113) — y) 
T xyCy'zd- 9xyz + lret 5a? y —5xry Gy 20) 
>0 (27.8) 
所 以 不 等 式 (27.5) 成 立 , 从 而 (27. 3) 式 得 证 . 
不 等 式 (27. 4) 等 价 于 
EUER SOT E eC) DIPL DU t (237.9) 
| Daca | 9 


由 于 
gabt —36be(s—b): G- O*—| 2aG—a) | QU 2e a) 
— 9D4-2)!— 36y'e! (x -x) Cr y) 
—4| Dyz] [4rCrtytz) + G—2] 
— —T3'C(y-FEz)Y-F-2z! Cy? —13y!z — 13yz*? 4- z?) 
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a(5y!4-22y*z — 18 yz? 4-22 yz^ 4-52) 
c 1OryzGiyd-z)Cy te) 53! z Cy—z? 
= rCGyx—áa DT Cy 22  20yz Cy 22] 
CT2z'ys(yd z.- 2r)lytz) 
二 (ty 2X [225 Gy E30 Ha (o y! -23yz +H 527) 
--10xyzCy 2) 3-5 y'z* ] 
>ü. (27. 10) 
所 以 (27.9) 式 成 立 , 从 而 不 等 式 (27.4) 得 让 . 
注 记 ;不等式 (27) 是 司徒 潜流 ”1994 年 的 猜想 . 
定理 28 fd; Om S Ur (28) 
注 记 :这 个 结果 属于 下 . Leuenberger, 见 GL 8. 2. 事实 上 ,有 更 
上 的 结论 ， 
Ym’ Lr, (28. 1) 
Hoz gk x0. 前 者 见 MO ,Ch. 8,Sect. D. 2. a. 2€ AGE, VII. 2. 
3. 3s EL 11]. 


定理 29 t70:3 2275 Q3 XAN. (29) 
证 明 ”我 们 来 建立 更 一 般 的 结论 ， 
2M OD TEM, (CAN), (29.1) 


REA. 
不 妨 设 ambe eO nODxnUD;ANE& BN,.CN 
SEN. HHE 1, 我 们 只 需 证 


2ri CNDL AN , (29. 2) 
2r N)CN, (29. 3) 
2e UND H-2n OD SCAN CN, (29.4) 
及 22, n (QD DAN. (29. 5) 
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d xod recap er C x SE UN 


一 JF Art G— Y 232r WERO. 2) R (9. 30 DRE. 
由 于 
:| 


n QD = 5 757 


一 了 区 (Ce 十 人 (a —6)* Fez [elati + Ca — b ] 
— 5L 2ab— la- b) 26—a) j2r (29. 6) 


所 以 不 等 式 (29. A40 S£. 
H Erdós-Mordell 不 等 式 ; 对 入 ABC 内 任意 一 -点 ,有 


NAPS Sr PY (29. 7) 
知 不 等 式 (29. 50 BST. 
定理 30 dk: 25 AI 208 (30) 
证 明 ”我 们 来 建立 更 一般 的 结论 : 
EH DA De (30. 1) 


Hd! £20 RS]. 
Hi Fiabe) (atGs-b.bG—o.cG—oORIBP.X 
a be —4bcis--Y(s— vy 
Bao- 
Fr ACAI, BI CI '3 GG BHe(s—e) ,cls—c ta(ls— aats 
—a)-cbG- B)) 反 序 , 用 切 比 晓 夫 不 等 式 及 徊 平均 的 单 谢 性 ,得 


2505 ppc Bec ea 226-2] 


[bG— 5b) tels 
>t 2G-B5-eG-o) i» dia | Zac-o] 


AJ’ = ' (30. 2) 
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E E 5 Be-b+e6—0]} + $i AJ | MaG-a| 


-[3] 22. (30. 3) 
定理 31 qb 2) AJ&TR. (31) 
证 明 我 们 来 证 更 强 的 结论 : 
D AT'<3R’, (31. D 
由 Kooi 不 等 式 ( 见 GI 5. 62: 
2: QR —r)& RGR- 7, (31. 2) 
得 
a 
«ROT LER) Hann. (31.3) 
由 于 


2(2R —7) GR! --ARr- £) - RO2R!  -8Rr— 7p) 
—2R'r—3Rr!—26Ó —r(R—2rY COR +r) >20, (31. 4) 
所 以 《31. DËR. 
注 记 ; 不 等 式 (31) 是 司徒 凌 波 "的 猜想 ,上 述 证 法 是 曹 网 
1994 年 6 月 2 日 来 信 中 给 出 的 . 
问题 ; 求 出 使 不 等 式 


D AJ'sz3R! (31.5) 
I SLBOEUCK k. 
M, ^ ,C, 
maai p^ 之 kw (31. 6) 
其 中 M, Ca N, 分 别 是 过 4G,AJ,AN 的 人 4BC 外 接 圆 的 弦 . 
猜想 32 ao T. D AI MAN. (32) 
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定理 33 d--b. D nsiR. (33) 
注 记 :这 个 结果 属于 LL. Fejes Tóth, Jl, GI 5. 40. 


338 34 kei: VCS Dn. (34) 
证 明 我 们 只 需 证 en. 由 
dna —Am,! -- (— cY| 14-20 Hoda], 
de — Am; + (b—cY (G—aD[asC(25- 2e—a) 
— (bcc) (hte) ]/D5G—»b»-rcG—o0]p, 
— 4m, +(b—c) (s—a) 3a (s —a) d- 4a Gs —a?? 
T 4X Fc) lish) lle) J/Lé6G—5) t cG—e]?, 


得 
albls— b) +els—ce) Eia? — ce) 
(bc) 5 4 a 2 2 2 
ESSET: [ —à^ -2a* (b+c) + 2a* Be) — 4a* (b —c)* (b 
cre) —a(b —cY (GF! - c? 4-650) 3-2(5— c)* Hed] 
一 《3y 一 z) yz 22^ y 4-22 +H 22 Cy! +z -& yz) - 3yz Cy - 22] 
ze, (34. 1) 
其 中 x 二 :一 a X. 
定理 35 oi DANS 2n: (35) 
证 明 ”我 们 来 证 更 一 般 的 结论 : 
É 
L2] 21 AN' Dnt, (35. 1) 


其 中 0x. 
由 a — n= —25(s- ay (b—c)/be, Sl Ca b.c) 5 On, imn 
"m. 又 由 


ANS 5 a = S a a 
*1G-a) s 
VA RU) IEEE A 不等式, 得 
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DANa 2;| AEA (35. 2) 
TR Hi OE] 8 SE TAHIIE 
ED «iXa4-i. (35. 3) 


即 得 不 等 式 (35. 1). 
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三 角形 中 的 货 一 次 不 等 式 


Eo 计 RRA 


浙江 人 宁波 大 学 数学 条 (315211) 


我 们 在 文 [1 中 给 出 了 涉及 和信 ABC 常见 线段 的 35 个 基本 不 
等 式 . 本 文中 .我 们 从 18 个 负 一 次 规范 函数 (网 $2) 之 间 的 120 € 
个 不 等 式 中 ,发 现 了 23 个 基本 不 等 式 ; 其 中 18 个 易 知 其 成 立 , 另 
外 5 个 作为 猜想 留 给 读者 ， 

Æ XC SE Ri xc E 1] ie. 


$2 AME 


下 列 18 个 正体 字母 a 一 上 所 表示 的 负 一 次 对 称 函数 ,在 a 一 b 
=c=] i 取 值 为 2 3 ,我 们 称 之 为 规范 的 . 
= 和 二 = -之 天 
3Y3 


C = 


m 
2 
R 
zw NA. y 
d L3 a ex 


TRE g- 2c 

he 221 i= 

j Xl eid 
OPE 4E 
To quor 
»—32 5157335 
a3 245 inc E 


我 们 用 箭头 及 标号 表示 它们 之 间 的 不 等 关系 . HE rs 
q 表示 不 等 式 
l 1 ls 1 
320593 P zs e) 
这 样 , 对 任意 A4BC, 有 下 图 表示 的 不 等 式 族 ， 


b UN 
Lr Ca 


(1) 


证 明 在 [1] 定 理 34 GEBH BLEU ues ARERO 


定理 2 bo: 


证 明 在] 定理 31 证 明 中 ,已 介绍 了 
> AJR' 
HHR EHA HELLE, 


M ,CAJO&M,CAJO«R. 


定理 3 bc: 


2 3/8 
RS g^ 7 
注 记 :这 等 价 十 GI 5.3; 
aas / 3 R. 
狂想 4 m-xÍ: 


2 l1 


AN ^ 


猜测 MANY S M Go), 


其 中 有 5. 
狂想 5 m-*i: 


SERM MANSE Mk), 


Hp tse. 
定理 6 oj: 


(2) 


(2.1) 


(2. 2) 


(3) 


(3. 1) 


(4) 


(4. DD 


(5) 


《5. 1) 
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1 
和 
注 记 : 在 L1J 定 理 30 E 
| 3 | i $ AJ 23 
其 中 和 -I 8 0. 
定理 7 jei 
2j DL. 
C. m, 
证 明 [5G —5) 4-cG—cY T (4c! — 4m.) 
—(b—c)'(s—a)[3a*(—a)-4-4a(s—aY* 
T4G E )KG—0)6—60 ]z0, 
B] “之 z。, 从 而 不 等 式 (7) 显 然 ， 
定理 8 c>d: 
3/3. 2. 
S iu cs 
证 明 HDECOEGSB SGETE, 
M GO M Ga) — Es, 


2,1. 


定理 9 ef; 

3-2 

n, Wa 

证 明 h mew 知 不 等 式 (9) 成 立 ， 
定理 10 e|: 

aM 
证 明 由 = jms RERO RT. 
定理 11 i 
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(6) 


(6.1) 


(7) 


(7. 1) 


(8) 


(8.1) 


(9) 


(10) 


2 i 1 
wr De. 


y 


(11) 


注 记 :这 个 结果 是 1994 年 建立 的 , OL RU gt ROO ERS 


陈 计 中 分 别 将 不 等 式 (11) 加 细 成 ; 


X du Aj 1 2 
MixXed| Ei» 


S >i set. Mile > 二 
Sa E E 0g 1 
Dre A a 


M, (w) 5M, (a) , 


In4 - in4 
AP aging tSn - In 


猜想 I2 di: 
SES E 
E ME 
BERI M Goo Ma, 


In4 ling 
EET —[n4 S Sin 4 一 In3” 


定理 13 f>g: 
Wig) L, 
Wha Ba 
证 明 由 于 
wt — g? 
—ábcs(s—a) , — thei 
Ce ee | 


—(b— c) (s—a» Rb /aCb-- 9^, 


(11.1) 


(11. 2) 


(11. 3) 


(11. 4) 


(12) 


(12.1) 


(13) 


(13.1) 
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所 以 w Sg AM PEAD. 


猜测 : Dex] $) "Mar, 
Ep kxl k>. 
定理 15 i->a: 


证 明 由 上 之 hs 知 不 等 式 (15) 成 立 , 


猜测 244 ez oit, 
Rp RxD-1 R RO. 
定理 16 i—n. 


aes. 1 
ES ELI. 
注 记 :在 [1j 定 理 10 证 明 中 ,我 们 已 建立 了 
S| | "Mak, 


RUPRCOÓRIL. 
定理 17 k-*a: 


2 l 1 
2b <t, 


注 记 ;A. Bager di ik ER Sfr GI 2. 9， 


. A -3 
25sin «3, 
1989 年 , 王 振 证 明了 ( 见 [6])， 
sinô IR 9 
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(14) 


(14. 1) 


(15) 


(15.1) 


(16) 


(16. 1) 


(17) 


(17.1) 


(17.2) 


一 
其 中 p— lng nd , 即 有 
MADER, 
HP kp. 


猜测 : M CADES MALO, 


2 
其 中 > 一 上 ; 
E3777 2390 
加 


In2 in2 In2 
其 中 [5 —In4 S^ Sino — ing 2— ng X Oc E n3— —in2' 
猜想 18 al; 
12 1 
p*geam 
T8 ill ; M, CADO 2r, 
In4 —In9 
其 中 ec —|n5? 
MADS MO.) 
其 中 zs -3 


MADS £ Mira), 


In4 In2 
a en SA Sins [nz 


定理 19 a—rT: 
«dl 
32 dg 
注 记 :在 [定理 3 RN 
ENSE 
BERPROEI8 EE. 


(17. 3) 


(17. 4) 


(18) 
(18. 1) 


(18. 2) 


(18. 3) 


(19) 


(19. 1) 
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Mar GO ] Mir GO Sr. (19.2) 


SEW MLOUOZE3Mi En GO ]* (19. 3) 
RBS: 
MG Z3Mi Lr GO], (19. 4) 
Hp km—2. 
定理 20 lp: 
Ed y (20) 


3 AD" 3 rild) 
WEBB 由 [1] 定 理 12 证 明 中 4P 关 2r vv)， 知 不 等 式 (20) 成 


Kram 
jü ll. M,CAPO)ZE2M. Dr. QS (20. 1) 
Md 
定理 2t ner: 
Ei W 
S DARS On MN 


i£ iJ. M. Child 在 1939 年 已 证 了 更 广 的 结论 5( 见 GI 12. 
23); 


M l 
2 之 pEA Lg (21. 1 


其 中 已 是 A4BC 内 任意 一 点 . 
FW : 14 kko — 1. 271553303 时 ,有 


M,CAKOZ 2M ri (K) ], (21.5) 
其 中 是 方程 4 二 2，2* 二 1 的 根 . 
定理 22 pa: 
所 (22) 


r, FS r; NS 
Pun 14 证 明 中 ,我 们 已 建立 了 


> Ne Zar! OD, (22.1) 
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H keo R kl. 
^ "A 
fl. Duros Pun! (QU. 


Hit EE 
定理 23 r-»q: 
[XO ETA a a A 
saa a ENS 
证 明 ”我 们 米 建 立 更 一 般 的 结 沦 ; 
rta 2an OD, 
EB [EZ 
TU ambxe W 
n ORO Er Kr (KR) rN Er OD nO). 
由 -7J 引 理 , 要 证 不 等 式 (23. 1) ,我 们 只 需 证 ， 


bM EN SM 
| I Pan 
RO e l 
|^ ) EOGOSEUD ANN 
NEP ORE E 
ir (K) œr, (NJ? 
AR 
[20 GO nOD, 
r Kor, GOsr,.(ON) HAN), 
rn GO snruON). 
出 
a 
2e De 
E a oH. e ea d 


(23. 2) 式 等 价 于 


(22. 2) 


(23) 


(23. 1) 


(23. 2) 
(23. 3) 


(23.4) 


(23. 5) 
(23. 6) 
(23. 1) 
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22 = < (23. 8) 
EM 2 
ar [2.2 Rl E Sz ca b(s—b)' us LE 所 以 
可 用 加 权 的 切 比 晓 夫 不 等 式 ( 见 MPF, K. C140): 
3^» 
-r EA — 4. — a 
-|56 an aze P4 zm] 
m UE l 
«Xe-ox[ Y [es s—a bs | 
=s 之 二 (23. 9) 
由 不 等 式 (23. 22 ,要 证 (23. 3) 式 ;我们 只 需 证 
1 - 1 
nO. FLOS" (23. 10) 
Rp 
MT " 
sa. 之 (23. 11) 
HF 


(s— c) 224538 
=a ta b— 2a!cd- ab! — abc J-b — f c- bo? — c* 
—a*(a —c)d- ( —e) (a^ o-ab4- P tct) 
之 0， (23. 12) 
所 以 不 等 式 (23. 11) 成 立 , 从 而 (23. 30 5X f üE. 
不 等 式 (23. 4) 等 价 于 
2)4 a 


se ^ s—a 


, (23. 13) 


: ^ 
XXE sca — (8 —a) 222^ — (a — b) (a* HE beo) e (a — 0220 
即 得 . 
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mik 3.5.8.14 得 
D RA Dt 23: (0) 


2n 2anOD, (23. 140 
从 而 有 不 等 式 (23. 5); 再 由 (23. 4) 式 ,得 不 等 式 (23.6); 而 不 等 式 
(23.7) 即 为 (23. 10). 
猜测 ; 当 A= 0. 482147185 时 ,不 等 式 (23, DRLE ko 
是 方程 1 十 2 —3' 的 根 ， 


fX xd 

[ID 陈 计 、 陈 聪 术 ,一 角形 中 的 线性 不 等 式 , 几 何不 等 式 在 中 国 , 江 苏 教 育 出 版 
社 ,1996 年 第 -版 ,88--114. 

L2 [X] fie ,一些 新 的 二 角形 不 等 式 , 中 学 数学 (江苏 ),1994 年 第 5 期 ,9 一 12， 

[3] 杨 学 枝 ,关于 三 角形 和 角 平 分 线 的 两 个 不 等 式 , 中 学 数学 (武汉 ),1994 年 第 
7 期 ,30--31. 

[4j] 王 振 、 陈 计 , 现 个 猪 想 不 等 忒 的 加 强 及 其 它 , 中 学 教研 (数学 版 ),1994 年 
第 7 一 8 期 合 刊 ,51- 53. 

[51A. Bager, A family of goniometric inequalities, Univ. Beograd, Publ, 
Elektrotehn. Fak, Ser. Mat. Fiz., No. 338 352 (1971),5 25. 

[6] 杨 任 尔 ,Child 不 等 式 与 Kooistra 不 等 式 的 加 强 ,初等 数学 研究 论文 选 , 上 
海 教 育 出 版 社 ,1992 年 第 一 版 ,359 一 364. 

[7] 陈 计 ,Guggenheimer 不 等 式 的 指数 推广 ,数学 通讯 ,1989 年 第 12 期 ,3， 
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关于 三 角形 类 似 重 心 的 垂 足 三 角形 


陈胜 利 
福建 南安 市 五 星 中 学 (362341) 


X[1]—l4 IiHie f — FUE 3 LAT D AD ELERS 
角形 的 各 主要 不 变量 之 间 的 关系 ,获得 了 -一 系列 深刻 的 结果 . 本 文 
进而 探讨 类 似 重心 的 垂 足 三 角形 的 - 些 相近 的 性 质 . 

如 图 1, AA BB CCo 为 人 4BC 的 中 线 ,44 ,BBCC 为 其 
FAHR PRO DS fo rp £e. 它们 满足 : 

ZBAA,—-/ A AC,ZCBB,—7 B BA, Z ACC.— ZC,CB,() 
从 而 可 得 


BA, & CB, a AC, p ; 
lf. DoR A (2) 


AC P'BÀ 


如 图 2, 作 工 关 于 入 4BC HEEL AÉ A'B'C' AS ALABC 和 
Ad4'BC 的 三 边 ,三 中 线 , 面 积 , 外 接 圆 半 径 , 内 切 圆 半径 分 别 为 


i yi J f 1 Ar pr Vy! :-I 
a bcm, mem, Z, R.r ffl a NA SC Ma Ne T QR iP ,并 记 


245 


Aa epe 


则 有 


2 
a! —2Km,,.b —2Km,c =2K ms 


m, - iKa mao Š Kbm’ E 


E 3K la+b+c) 
2n, +m +m ) 


事实 上 ,由 (1),(2) 知 
Sars ! Sana ? Sarama a bà s cà, 
LA. : EB Y 0 —a bsp. 
令 LA —K'a,LB' -K'b.LC' — K'c, 
则 由 


r 
r 


A-- (a . LA 十， 了 二 ec， L= attt +e?) 
及 《3) 式 知 
py at 
Bi C000, (G0 Àó 
Sarwo — S an E 一 中 和 rd — K'abc/ (AR). 


H UR, L J& A A'B'C' EEG JA BEER (100, (30 


mn =LA — S Ka, 


(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
(9') 
(10) 


(3) 


(11) 


(4) 
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由 余弦 定理 ,(10),(3') 及 中 线 长 公式 有 
a? —LB'*--LC'* —2LB' * LC' » cos(a— A) 
= K'G Ec becos A) —AK*m,!, 
^a! — 2Km, i7 
Hi A m Siue Saut Sacen RODRA 
A —3K*A. 
由 A—abc/ (AR) A =a Ec /(AR'ORGDo,C0)08 
R' Aa'b'ec' č BKm,m,m, 
R^ /A'abc —  Sabc 


由 A- 4 G-bFOr A m la! HOr ROR 
ro —A(acbdtc)  3Kla+b+c) 


r Alad b to) 2ni Fm ttm.) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


为 外 ,由 关系 式 (4),(5),(6) ,我 们 还 容易 导出 关于 三 角形 三 


边 , 三 中 线 及 面积 的 如 下 : 
Klamkin 对 偶 定 理 ” 齐 次 不 等 式 
Flasbs s MasMim, VAZO, 
对 任意 人 4BC 成 立 的 充 要 条 件 是 不 等 式 
F (Am, Am, 4m, ,3a ,3b.3c, V/124)220, 
对 任意 人 4BC 成 立 . 


(12) 


(13) 


FEE HAMED L ERAAN RC 使 用 不 等 式 (12) 即 知 
*(2) 032" SEA A'BE'C' fH CD BA (309 (122. mE 


E EER HER”. 
(a, uma, V A 0 (4m, 73a 77, Y 124) 


24 . 2Xi2A 24 
Ya Ym? Su 
应 用 上 述 诸 性 质 ,我 们 得 到 了 下 面 的 定理 . 
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-—K. 
2 


(14) 


(15) 


定理 ”在 人 4BC SAA BCO js i — fao. d 
1? AZIA4A; 

2° RZS2R'; 

d* rèr; 

pi up Us 


5? 259453 2525 
6° Sd dh 


"L 
" vij ] N^1 
10 MEAE Bd 
11° kr A 

a 8 a` 
12。 Haezslle; 


以 上 各 式 中 ,等 导 当 日 仅 当 ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 

证 明 1° 由 (6),(3) 及 Weitzenback 不 等 式 Xa 24V 3A 
立 得 1， 

2” 由 (7),(3) 知 2" 等 价 于 


IESE SED : 
[la Sik BACC JÍ DM iR Aat 


而 由 Hs ons - Dm, ERR 
Dm=” jt (16) 
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知 上 式 成 立 . 
3* 由 (8),(3) 知 2^ S (ET 


DE uA. 
Nu E 64 $ 
而 由 Ds Dast Ssa] 及 A-ir i05 A EX X 
3L. 
4* 由 {5),《3) 知 4 等 价 于 
Xm, (2e) 


ES 
Y “IK? — 64A i 


With DaS Uers 3A RÈ Dac 2 mize 2mm, WER 
mar. 
为 推 证 5 一 11", 我 们 考虑 一 般 表 达 式 : 
Dar Da = 4KY 22m G0), a7) 
Pies 214'—GKY 22m G0), (18) 
并 应 用 上 述 Klamkin 对 偶 定 理 将 它们 等 价 地 化 为 
Dm GKY 2)a'= [Sig] Zou>o， (17°) 


6A 


Dist IK) ias 5 | nadae — 80 


a* 
因而 只 要 证 明 t—15,2,3,4,—1,—2,—3 时 上 和 趟 成 立 ， 
34 t=1 时 , O70 BD 
Dm 2j21536A 234; 
由 
2ím23N VIAR Dat Da) 1 ja. Vi2 34 
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知 上 式 成 立 , 从 而 S7 fill; 
M 1—2 BT. OTOBUS 
2unb 2js-3| 3a] G6AX. 
它 等 价 于 Weitzenbóck 不 等 式 , 故 6°* 得 证 ; 
M4 :—3 时 , (17') 即 为 


| Žim) | 254! 2G» 24a. (9) 
出 已 知 不 等 式 ( 见 [5J 例 4 或 [6j. 例 190P. 137 D : 
mm E SE Cu mms umb (20) 
g 
2 m. 22s ES (21) 
又 
2 inizi 21.) Zim) =H 22) | Ze), 
因而 欲 证 (19) ,只 要 证 
| 之 oj 24222 [la 222. (22) 
为 此 ,我 们 先 证 
27 [La Sl Eal 222] (23) 


id 2222s Dri SA SO At 
ag —2('—ARr—r!), 2 bc ARE, 
IH aae. Dams la 2/4] | Da — Žite ' 
知 (23) 等 价 于 
2G' —ARr—£7)! zz272 Rr G^ — 6Rr — 38), 
12? 


Bp 
As? Ze43Rr 4- dr: 十 / 297 R^? — A32Rr5, 

而 据 Gerretsen PER“ Z2 16Rr — Sr” & Euler 不 等 式 “R 之 2r” 
Bu EAE Y. 

B ODE Sla) <3 a, 224/24 / 8A RR GIU GE, 
从 而 7" 得 证 ; 

M r4 BT.OTOBI 

—- 3a) Go! Dia, (24) 

-8i Zej'.n 


3| Ye 22A» ^ 
JS83C7 J'PIBDPIR EC 
MT 4/34 U^ 人 2 (25) 


即 知 上 式 成 立 , 故 .8" 得 证 ; 
当 1 二 一 1 有 时, (18 站 即 为 


6A 。 之 了 92 20373 (26) 


而 由 Dm>t 之 


由 (20) 式 有 


233! . 2; 2| 214] 2jl23 213 
故 知 (26) 式 成 立 ,9* 得 证 ; 
当 * 一 一 2 BE. OS BI 2 


(GA « 224; S| 224] 221. (27) 
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HCOE 
Ml 1 LE. 2j4 


LI AN ? 


x% -D ou2329, 故 知 (27) 式 成 立 ,10* 得 证 ， 
-3 时 ,(C18 7 即 为 


care 24 «| 22a] D, (28) 
ifi e (200148 
] .N8R 2,40 
2 3s gA' E 
于 是 只 要 证 


| 之 可 Zi2s2)e 
上 式 左边 之 | Xa) | De I E n goa ai cos 


从 而 11° 得 证 . 
12? 由 (5),(3) 知 12°* 等 价 于 


ma tna Toe «uk 及 OK'x/12C€W Bio BI Ee sr. 


13° 由 (5),{3) 知 1372 ffr F 
Nn, 23 


Co œR?’ 
而 由 Klamkin 对 偶 定 理 ， ii EF 
2 ecl- 2e 


m, ^K 
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应 用 不 等 式 (20), 有 
à daR -- aR. Da 


b*--c € 
13" ft iE. 
定理 证 毕 . 
注意 到 13" 可 表示 为 
al bp c 1 
M pt m (29) 
5" 一 12* 可 统一 表示 为 
M,CXa,b,c) 22 s M Ca! ,D ao»), (30) 


其 中 u—1,2,3,4,—1, —2, 3,0, M, RIR t REFI. 一 般 邮 ,我 
们 有 如 下 猜想 : 
ln3 
狂想 aci inp 
a 5c 
m| p 
而 当 一 10<Ap<s30 时 ,(30) 式 成 立 ， 


AM 
<5: (31) 


LG do 

[JAME HA, MAE IMO 试题 谈 起 ,中 学 数学 (苏州 ) ,1991(1)、 

[2] 莫 颂 清 , 读 * 从 一 - 道 MO 试题 谈 起 ”- 文 的 体会 ,中 学 数学 {苏州 ),1992 
(12). 

[3] 茵 化 明 , 关 3 六 重 心 HER- 角形 的 性 质 , 中 学 数学 (苏州 ),1994(3). 

[4] 陈 计 , 关 于 三 角形 重心 的 毛 足 三 角形 ,数学 竞赛 (27) ,湖南 教育 出 版 社 ， 
1995. 

5 185 I] AE ER UR Lt E PE SUE 19940). 

[6 ]9 9 Ed , Coo 3 0 EO RC. 上海 教 育 出 版 社 ,1991， 

IRER ,关联 苦 干 著 名 不 等 式 的 - .个 不 等 式 链 ,湖南 数学 通讯 ,1995(1)， 


130 


Euler 不 等 式 的 推广 


宋 K 
江西 永修 县 一 中 (330304) 


1765 年 .著名 数学 家 L. Euler 建立 了 以 下 关于 二 角形 外 接 山 

36 R 与 内 切 贺 半径 > 的 二 角形 不 等 式 !'”， 
RE, (1) 

等 号 成 芯 当 是 仅 当 三 角形 为 止 二 角形 . 

由 十 51) 式 具有 简单 丽 又 不 平凡 的 特点 ,所 以 , 它 至 今 仍 在 几 
何不 等 式 领 成 保持 着 山水 平 的 由 位 ， 

本 文 则 在 将 Euler 不 等 式 (1) 推 广 到 两 个 二 第 形 ， 

为 简 滞 计 , 在 下 文 定理 ,推论 的 推导 中 均 略 去 对 等 号 成 立 条 储 
I EHE HEITE iab css Rer mu mum, 分 别 表示 入 ABC 的 三 边 
长 , 半 周 长 ,外 接 圆 半径 ,内 切 贺 半径 及 三 中 线 长 ,对 和信 4'B'C' 用 
类 似 的 记号 、 

定理 1 TEAABC BAA' B'C VÉ 

R 2i 


xu qq E 
Pagla tyta (2) 


等 号 成 并 当 甩 仅 当 两 二 角形 均 为 正三 角形 . 
证 明 ”在 不 等 式 22 
(x y-Fz)22 V 3 CvzsinA 4- yxxsin B 4- zysinC (3) 
(r.y.z€ R') 
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中 , 令 z=sin4' ,y—sinB' ,z-—sinC' ,再 运用 (3) 式 之 特例 : 


sin A! J- sib B! J-sinC' «iri à (4) 
可 得 (2) 式 . 
u AA! B'C'oo/A ABC 时 ,(2) 式 变 成 为 (1) 式 , 故 不 等 式 (2) 椎 
广 了 不 等 式 (1)，. 
在 (2) 式 中 , 令 4 二 5 二 c, 然 后 作 变 换 ， 
a! —a ,P —b,c'—c, 
可 得 如 于 推论 : 
推论 1 在 人 4BC 中 ,有 
R33 (scAtescB+eseC). (5) 


在 (2) 式 中 E a' —a;,b xL 二 5 , 便 得 如 下 推论 ; 
推论 2 在 人 4BC 中 ,有 
b c .3R 
cp» Lb (6) 


不 等 式 (6) 弱 于 V. Bándilà 于 1985 FZHR, 


b c -R 
EDAP ; 令 a' =b,b' —€ Td =g , 即 得 如 于 推论 : 
推论 37" 在 人 A4EC 中 ,有 
R Iba b c 
PEA PEET 。 (8) 
注意 到 M. S. Klamkin 于 1971 FALARA, 
a,b c 1 1 1 lj 
$t x. atoto] ZEIT , (9) 
MOAIERE S, 
R 2 Las 
r >p atoto] | (10) 
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在 (2) 式 中 , 令 a! —c,U — a.c =b, 
再 将 所 得 不 等 式 与 (8) 式 相 加 ,可 得 如 下 推论 ， 
推论 4 在 A4BC 中 ,有 
Ral pte etay akt] , (11) 
不 等 式 (11) 属 于 B. M. Milisavljeve(1978). 
EDR P, a! —b e, =c +a, =at d, AEE SU XX RT 
sr—2s/ 2RrE&MWIT D. 4t FTEIC: 
推论 5 在 A4BC 中 ,有 
R. 8 


a b po? 
"r1 RM az) 
值得 一 提 的 旦 ,不 等 式 (11) 强 于 不 等 式 
R b v v 
rap I T (13) 


但 与 不 等 式 (12) 不 可 比较 ， 
在 (2) 式 中 , 令 
a' = Va(s—a) ,p= Yb(s—b) c = Vets—e), 
HikxSJ2:s7—sORW[7DERRSAU, 
Va(s—a) + V b(G-—Bb)-- Vc(G—c)s V 25, (14) 
afisa TIER: 
推论 6 在 Aa4BC 中 ,有 


V2 ES b e 
cM a l 15) 
E (20 Å P, $ ad= m, b= m, (|= m, 注意 到 
t 3 ` 
r | 见 L3]) ,可 得 如 下 推论 : 
推论 7 在 和信 ABC 中 ,有 
Rl | 4 5 ra . abc 


r T 2 Ma nt, 0, | m, Hmi tme 


(16) 
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tii. nfi 
R- Ja _atbte _ 
r” v3 mtm tmn. 


(17) 


上 述 蕉 论 中 请 不 等 式 的 等 导 均 当 且 仅 当 三 角形 为 正三 角 缘 时 


n. 
定理 2 AARC 5AA B'C H, E 
sinl A+A )+sin( B+E’) t-sin(C4-C") 
Z24 /sin Asin BsinCsinA'sinB'sinC' , 

AF FRA A HH A E AEN. 
证 明 ^ sinAsinA' 


-~ [cosCA- A' ) —cos A 4- A) ] 


AtA 
2 E 


« [1—cos CA - A) ] -sin? 


sin aT V/sin Asin Á'. 


[i] 8 ap f 


BGB 
SI am 


B' 
2 pd 
sin EE, Zo sinCsinC!, 
9 TAGS. fe fa 
A+A. BABO. CC 


sin —————sin 


2 poc ig 
z /sinAsinBsinCsin A sinE'sinC', 


LRD 
sin (A+A )+sin( B+B) 3-sin(C HC!) 
A+A „BER CHC 


= 4sin ~z sin 7 sin 7 


从 而 ,(18) 式 成 立 . 
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(18) 


(19) 


(20) 


3 A'SBIB'-SCQC AWO, CDOXÉg SE fr ASEXX 
GEM 1D; 


sin Ssin Ssin pa (21) 
故 不 等 式 (18) 推 广 了 不 等 式 上 1 ). 
不 久 前 ,本 文 作 者 曾 就 不 等 式 (4) 的 一 个 推广 ， 
sinl A+A) 4-sinCB 4- Bo 4-sinCC C" jr] (22) 


讨教 于 宁波 大 学 陈 计 先 生 ， —Á 出 现 
于 专著 [3 此 后 ,作者 采用 (18) 式 的 证 明 方法 ,证 得 AROE 
MuR REL: 
定理 3 YEAABC 3AA'B'C'rm, fi 
sinCA 十 4 ) - sin Bd- BH) --sinCC 4-C" ) 
A+A B+B CHC 


Ecos Cs 本 cos 一 人 (23) 
St Bur BLUR AHA BHB SCHC. 
EM 


M OA'-ASB'—- B,QC' SCAN .IOS) XE EOD Xx COD 8E 
AER ODEI-TRS SEX C. 
注 记 工 与 (19) 式 的 证 明 相 仿 ,我 们 尚 可 证 得 不 等 式 (1)? 的 如 
下 推广 (参见 [8]」)， 


sin —sin EL 
gv gm 2 
BHC. C47 A+B 
sin x sin "t ) $T (24) 
其 中 nz20. 


注 记 2: 不等式 (2) 等 价 于 
csc BcscC --escC esc A-escAesc B 


zx 


£ GscAsinA' 二 csc Bsin P! -escC sint" 5. (25) 
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cscÁ' (csc 首 十 cscC) 十 cscB CcscC--esc A) 
--escC' (csc Ad csc B) 之 8， (26) 
注 记 3:(5)、(6)、(8)、(11)、《12) 及 (15) 诸 式 均 加 强 了 (1) 式 ， 
出 于 对 推论 7 的 同样 考虑 ,我们 猜想 ， 


PL, Tm, 十 D. 


a+b+c (27) 


a b C 
nom 
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100 个 待 解决 的 三 角形 不 等 式 问题 


x 健 


华东 交通 大 学 (南昌 ,330013) 


“为 了 下 诱 我 们 ,数学 问题 应 是 困难 

的 . 供 不 是 宛 全 不 可 解决 的 ,免得 它 嘲弄 我 们 的 

努力 , 它 应 是 通 往 洪 藏 着 真理 的 曲 从 上 的 引路 

人 ,最 后 它 应 该 以 成 功 地 解 管 的 喜悦 作为 对 我 
(168 3 pin. " 

—— D. 项 尔 伯 特 


三 角形 ,是 最 简单 又 最 重要 的 儿 何 图 形 ,古典 的 欧 氏 区 何 已 从 
许多 方面 对 其 纯粹 的 几何 性 质 作 了 大 量 的 措 述 ,有 关 的 理论 .方法 
CABE RE AERA. 然 面 , 长 期 以 来 人 们 对 关于 三 角形 的 不 等 式 的 
研究 缺乏 重视 ,一 些 重要 的 定理 迟 至 近代 才 产 生 . 近 些 年 来 , 随 着 
不 等 式 理论 的 迅速 发 展 ,三 角形 不 等 式 也 呈现 了 蓬勃 发 展 的 趋势. 
但 综观 目前 的 研究 状况 ,可 以 表 定 这 一 领域 尚 有 许多 方面 有 待 突 
破 . 

问题 是 数学 的 心脏 . 希 尔 伯 特 早 曾 断言 :“ 只 要 一 门 科学 分 支 
能 提出 大 量 的 问题 , 它 就 充满 状 生 命 力 ; 而 问题 缺乏 则 预 小 着 独立 
发 展 的 赛 亡 或 中 止 . "那么 ,三 角形 不 等 式 这 一 领域 是 否 有 大 量 的 


了 37 


问题 存在 呢 ? 回 管 是 完全 肯定 的 . 

近年 来 ,作者 与 刘 毅 合作 ,设计 了 用 于 发 现 . 验 证 二 角形 不 等 
式 的 高 级 语言 程序 ,并 通过 应 用 计算 机 发 现 了 大 批 新 的 三 角形 不 
等 式 . 本 文 将 介绍 一 些 未 解决 的 三 角形 不 等 式 癌 题 ( 以 猜想 为 主 )， 
其 中 一 部 分 是 笔者 在 研究 有 关 问 题 时 作出 猜测 后 在 计算 机 上 加 以 
验证 而 米 的 ; 另 一 部 分 则 没有 什么 背景 , 仪 是 应 用 计算 机 直接 搜寻 
后 提出 的 . 


81 关于 三 角 纶 第 见 的 几何 元 素 的 不 等 式 问题 


首先 将 各 符号 表示 的 意义 说 明 如 下 : 八 4BC 的 三 边 BC,CA, 
AB 分别 记 为 a,5,c, 相 应 边 上 的 中 线 、 内 角 平 分 线 , 高 线 和 旁 切 疝 
AE (e HIE mimis m Was ves wu hoarasrer yy 人 ABC 的 
半 周 长 .内 切 圆 半径 、 外 接 贺 半 么 和 面积 依次 记 成 sn RA. 

另外 ,文中 符号 {4A} 表示 它 前 面 的 铺 想 不 等 式 居 对 锐角 三 角 
形 而 言 .如 不 等 式 后 无 此 符号 , 则 它 是 对 任意 三 角形 的 猜想 . 符号 
she 表示 猜想 或 问题 , 2 考 示 轮 换 求 和 , ERRIRE 

1. 有 关 4,B,C,a.b,c,s,r,R,A 的 不 等 式 问 题 

1991 年 , 陈 计 曾 猜想 在 八 4B8C PRLR TARER, 


2 cos! $<2. 
从 [2,P. 305] 知 ,他 后 来 已 证 得 上 式 , 不 过 ,和 式 2cos' 4 
信 得 研究 , 杨 之 在 [2] 中 就 问 及 >,eos* 全 的 下限 是 什么 ?笔者 应 用 
计算 机 考察 了 2veos? 今 的 界 , 从 而 提出 如 下 猜想 
TR UN 
shel (a) Deos por 
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2. cosBeos CSE 2: cos cos 5 
jé ^ uses. CCCBI RH 
4 "id R 
she2 E S. Procosficast «| $5 gcos 5] : 
注 : 因 成 立 


V B UC 29 
Lucos 7408 FRA 


2 
故 上 式 加 强 了 不 等 式 : 
ZcosBeosC Da cos c. 

目前 ,含有 指数 变 景 的 三 角 不 等 式 比 较 少 见 , 下 面 ,我 们 提出 
几 个 此 类 不等式 . 

shc3 4 £72 时 ,有 

2 sintAsz3" $ 2 void A. 
shc4 当 ALS k=O 时 ,有 


"m A 
pamm 273^ i A. 


She5 当 2x7 时 ,有 


sint A gn L 
~ cos* B+- Oa 2 
]99] 年 ,D. M. Milosevie E iE 8 KARU, 


A ERE: 
Eder IT A. 
e 5 sin L2 


荡 才 发 现 将 其 中 的 sin’ 乡 换 成 更 小 的 值 cos BcosC 后 ,不 等 号 反问 
了 ,但 林 得 出 证 明 , 为 此 提出 猜想 ; 
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shc6 M pios BcosC 天 <$ 


最 近 ， is Y 
2g å>? ER 
现 猜 测 此 不 等 式 还 可 作 以 下 一 般 的 指数 推广 : 
she7 4 £0HBHj,H 


5 a Ld 
BE 22 i 2 = 


类 似 十 土 的 一 个 似乎 更 困难 的 问题 是 下 面 的 猜想 : 
shc8 3 £—0Hl,48 
Ht e ER > 
e 
1993 年 R 120" 的 三 角形 给 出 了 一 般 情 
形 下 的 Hadwiger RS 


2024 3 AXES DA (ps)! 


的 加 强 ， 


aA 3 AF2 D e). 
这 里 ,我 们 对 锐角 三 角形 提出 类 似 的 一 个 猜想 ; 
shc9 MET 4/3 22 22 (b—c). (A1 
A. W. Walker FÆ 1971 年 曾 建 立 有 关 锐 角 三 角形 的 二 次 不 
等 式 : 
$722R* -8Rr 4-37. 
这 类 不 等 式 看 来 很 值得 研究 ,我 们 于 此 提出 一 个 与 Walker 不 等 
式 不 分 强 弱 的 猜想 : 
shc10  55/2-19R"- 59r. (A 
本 文 作者 在 1992 4E OH BLÉS — RUP REV T ARTES. 
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m. (5R-T- 87). 


由 此 提出 以 下 一 个 自然 的 问题 ， 

sheli 对 锐角 和 八 ABC, 求 使 ; 守 &R 十 (3Y 3 —210r 成 立 的 最 
X fü. 

2. 有 关 m, nt m. 的 不 等 式 回 题 

1993 年 ,作者 交 证 明 并 推广 了 曾 登 高 与 徐 文 研 提出 的 一 个 猜 
38. 


Dans sp 
ZUR IN JUS SEXE BL ftt — ES S] IR DU AERE RR 8 3X. 
shc12 Dism0s9V 3 Ry (A) 


FII — P PER Nf& SAUPRE.: 
shc13 bR AR (B—C)szs. 
用 尺 与 + 可 以 给 出 和 式 20m, 的 一 个 下 界 估计 ， 


EEE ET 
对 于 锐角 三 角形 ,我们 猜测 有 更 好 的 估计 式 ; 
shc14 225 Rr. (A! 


接 下 去 ,我 们 介绍 一 组 有 关中 线 与 边 长 的 猜想 不 等 式 ， 
shei5 (a) 2 om ss ER 


di 2 (acm 2-3 (2+ 3929. AS 


(c) due Grp $a 


V3 


(d) 25 6n 8 


s UA 
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(e) S auda 之 了 8 55 


(f) D nS. ) 562 十 ci 2:18 3, UA 
po ZM E 2g (A) 
dy JQioncxtebt o — XA 
不 久 前 , 笔 性 根据 一 个 加权 三 角形 不 等 式 推 证 出 有 关中 线 倒 
数 和 的 不 等 式 : 
Y 2 I. 
MX sx R iE 
注意 到 Euler IR ARGC"RIROERU.ER EXE ND SUM DX usn psa an 
F: 
aue Xl«eibai]. 
下 面 再 给 出 有 关 momom 5 Re 之 问 的 -个 不等式 : 
ao d 1 l 
she17 27 Gn; Em SeRE UMI 


最 近 , 笔 者 对 任意 人 48286C 证 明了 
2 etos Sx w 3 s. 


在 汐 虚 其 指数 推广 时 ,提出 了 下 述 
she18 iX 253.0 


en NEM. 
3. 有 关 waww, Meum 
时 在 1943 4E, I. A. Santale 就 已 证 得 和 式 DO w. 
ARER, Uw. >s. 笔者 在 不 久 前 证 得 加 强 式 ， 


142 


与 5 间 有 严 


3 = gr? 
PAE "Xm Lh 


此 式 进而 促使 笔者 提 出 较 之 更 强 的 下 式 ， 
shc19 bi ics. 
"iB BH N w 与 边 长 的 .个 猜想 不 等 式 ， 


X 
shc20 b 之 : 
2 b 


从 [4,p. 73] 知 , Dw: 与 Rsr 之 间 成 立 线性 不 等 式 ; 
2 w,sC3R- ar. 


经 过 考察 ,我们 发 现 此 式 中 的 系数 还 可 改进 , 即 存在 小 于 3 的 常数 
k 使 不 等 式 


A uci (9— 2k)r 
Wa e it iE E 


shc21 求 使 A wh 二 -2k)r 成 立 的 最 小 值 . 
TETEN AR wew sw 5 Rr 的 猜想 不 等 
shc22 Dewis Rr. 
接 下 去 给 出 一 组 有 关内 角 平 分 线 与 边 长 的 猜想 不 等 式 ， 
she23 (a) 25 tatw Yl a VB ys 

(b) 2 ao Ys, 

ur. 2 T E FE 

(d) D Gocbw te LY 3 
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(ey Dow I aas 1A) 


ü* uiui ELE 


TEF 
p. 1 


abt; 


(g) Dw bH 
(h) Duas. 


从 [5,p. 127] 知 , Vwo. 5 2 abc 间 成 立 不 等 式 : 
2 wn Dis 
针对 此 不 等 式 , 我 们 提出 更 强 的 猜想 : 
Shec24 2 iyw E ET al Ma] i 


1994 年 5 月 ,作者 研究 了 有 关 wow w 的 对 称 式 与 面积 4 
的 不 等 式 关 系 , 证 明了 


Dow 23/3 A. 
在 此 提出 两 个 类 似 的 猜想 不 等 式 : 
She28 (a) (Xi 2$, 
) 2: Ev» A 


最 近 , 杨 学 枝 "…、 王 振 与 陈 计 ”用 不 同 的 方法 证 得 了 一 个 较 深 
刻 的 不 等 式 : 


ER 


此 不 等 式 启发 笔者 考察 了 MID 猜想 成 立 下 式 ， 


不 久 前 , 笔 普 对 任意 人 48C 证 明了 
yug... 1 A? 
25 2i| > cos | , 


bc 
X85 f8 A ABC ,我 们 猜想 上 述 不 等 式 还 可 加 强 如 下 ，; 
| shc27 2D. 14] 
4. 有 关 Mas Mes Me 5 Wo »WaW. 的 不 等 式 问题 
1982 年 , 席 竹 华 在 证 明 


hh 二 ms 二 wv 3s 
时 ,发 现 了 一 个 很 细致 的 不 等 式 ! : 


locu a dp. 


imo du ETA 
针对 这 一 不 等 式 ,我 们 应 用 计算 机 详细 考察 了 >yJms, Dw, 5s 
之 间 的 不 等 式 关 系 , 提 出 

shela (a) 2 二 七 (Y3 -D 2ow Od V 395 


(b) (18—84/3)2,»,23s-- (18—9 / 3) 22. 
注 : 不 等 式 (a) 要 强 于 
2052 2503 V 3 s. 
不 久 前 ,作者 证 明了 有 关中 线 与 高 线 的 不 等 式 ， 


Dam >] Zaha! p 
BUG UTERE. Ham, 与 2o 间 的 不 等 式 关 系 ,提出 
shc29 Zam <- 29 


下 面 给 出 一 组 类 似 的 有 待 证 实 的 不 等 式 ， 


由 此 易 知 


了 45 


she30 (a) 人 


(b) pete Gu teis re. j 


/ 3 
(c) Sorre ec 
T3 
(d) 254 HLAUSUU, «63 ay, 
(e) Du mt m3 abes (A 


o 2 一 一 之 全 位 


204 Nm, 
she3t E me 


容易 证 明 
t8, 1*9 
考虑 其 加 强 , 我 们 提出 


mitwi 9 
she32. 2; bto g` 


接着 我 们 给 出 两 个 严格 的 不 等 式 : 
mm, 81 

she33 (a) a 
(b) D tw)! 8 


JA L5. p. 215], M. S. Klamkin 与 A. Meir 曾 得 到 有 关中 线 
与 高 线 的 -- 个 很 有 趣 的 不 等 式 : 
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2/9 21 «ce. 

这 里 ,我 们 提出 涉及 中 线 与 角 平 分 线 的 一 个 类 似 的 不 等 式 : 
she34 22222229. 
24 «CO 时 ,很 容易 证 明 

bu 
ind MA 
shc35 (a)34 3. «xl XP 有 


(34 S «ceca 时 ,上 式 对 锐角 三 角形 成 立 ; 
(OHL at, 有 


<3 
25: iae. (4) 
5. 有 关 www. 5S ruens. 的 不 等 式 问 题 
首先 ,我 们 提出 玫 个 分 式 型 不 等 式 ; 


shc36 证 明 或 和 否定， 
(a) Di, 
(b) 2 va TW 
(e) X bad. LA.) 

前 面 提 到 的 不 等 式 


m .3//3 
a gc 


147 


启发 作者 发 现 并 证 明了 
2/7 /3. 
这 两 个 不 等 式 又 促使 我 们 考察 FIR 207 ERE, A He 


she37 2, mete S. 
接着 由 给 出 儿 个 待 证 实 欧 比值 型 不 等 式 : 


she38 (a) 2A (A1 
b) 24S 
(c) (Zin) >2, 
e Zs. 
[4.p. 92j] 给 出 了 不 等 式 : 
se 
b» L| m3 0. 


当 &<0 时 ,不 等 式 是 否 还 成 立 呢 ? 计算 机 的 计算 表明 一 一 地 时 
成 立 , 即 有 


但 A 一 一 订 时 不 成 立 , 一 个 自然 的 问题 是 
she39 Rie 22 [| >>3 成 立 的 最 小 正 数 上 
类 似 于 上 的 一 个 问题 如 下 : 


she REX —— | Sob b ERE k 
在 这 一 - 节 的 最 后 ,介绍 涉及 wsrwsyzeyrasmyr 与 边 长 的 几 个 
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shc41 (a) 2 abuids wa 2 
(b) 22aCul-- rss 
(c) awr SEs. 


6. 4x rrr. Ej mm, ms me 的 不 等 式 问 题 
首先 给 出 类 似 于 shc36 提 到 的 不 等 式 : 


she42 (a) > 1 gd. AJ 


r,d-m, 2s 
EX. dl: ew 3 S 1 
(b) b = 
E 1 
(c) 2 aS ak 
n 1 1 
(d) REST GA.) 
1991 年 . 杨 任 尔 证 明了 不 等 式 
pA 
m, 
An UB B HI 了 更 好 的 结果 : 
3 Tar. 3. 
mam, 
注意 到 y» 423. 


我 们 猜想 以 上 两 个 不 等 式 还 可 分 别 加 强 如 下 ， 
she43 (a) 217 242 sin £, 


(b) ` E zd 2 dni 4. 


mam 


应 用 计算 机 考察 2 P7 的 下 界 后 ,我 们 提出 


ieu 2,4,] 05 


ath ed 
she45 X O-CAXLB 时 ,有 


| | 
ES 


在 接 下 去 的 两 个 猜想 中 ,给 出 涉及 Tastgst cs Masy y Me 与 边 长 


的 一 些 不 等 式 . 
shc46 (a) 


2I 


(by LORS odios 25 


G3 QUI «is. (A 


Ur Serai Bo, 


(ra om, 
b+es 2j: 


rm, 
0 i (A 


接 下 来 ,给 出 类 似 于 shc35(a) 的 一 个 猜想 ， 
she48 $ EE i k«co 时 ,有 


(AJ 


Shc47 (a) 23 


Bor ,本文 作 者 证 明了 , 当 RIO inr 有 
Dm as 
MAA ARRE 
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mi 5 
2 EU re <$. (A) 


7. 其 他 不 等 式 问 题 
大 家 知道 ,三 角形 三 条 中 线 的 和 与 半 周 长 之 间 有 不 等 式 关系 : 


(2s 

能 否 在 此 不 等 式 的 右边 加 上 一 个 正 的 几何 量 ,使 之 成 为 非 严格 的 
不 等 式 呢 ? 经 考察 ,我 们 提出 

shc50 TREES i xx 2h. 

类 似 于 上 的 :个 猜测 是 

shc51 Musis ps Dahe 

在 以 下 shc52-shc54 中 ,我 们 给 出 含有 二 角 函 数 的 几 个 猜想 
不 等 式 . 

shc52 2 wcosAZ 3, Xim.. 

shc53 2, (m, m, sin i> a 


shes54 (a) DO ogs CB COE DURA 
252222. 


1993 年 8 月 ,笔者 考察 了 三 个 和 式 2 2297. 20. 之 间 
的 不 等 式 关 系 , 作 出 猜测 ， 

shc55 i 2i 

注 : 上 式 中 的 系数 很 可 能 是 最 优 的 ， 

接 下 去 给 出 一 个 有 关 mowr, 与 边 长 的 混合 型 不 等 式 ， 

shes6 2 w, Gn, Er) st. 

事实 上 ,作者 应 用 计算 机 还 发 现 了 许多 类 似 于 上 的 混合 型 不 
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人 


等 起 ,在 以 下 she57-she65 中 ,我 们 再 介绍 一 些 此 类 不 等 式 、 


shc57 D On V edet GAL) 
shc58 e GT 
shc59 $m; Dais. 
shc60 Dur Cus ha S 3, be. 
shc61 T : Via 
shc62 (a) ww abc 1 
(b) bi d «e. UA 
shc63 Dh Got d-r) a Bae. 
shc64 (a) p E 3 us, 
(b) Jus rS "i (A 


9/3 
Sg abc 

给 出 有 关 高 线 与 中 线 的 一 个 比值 型 猜想 不 等 式 : 
shc66 por d 


m, Fme 2. 
conu 
Ma — 
ys anc 


此 类 不 等 式 很 少见 有 文献 论 及 . -i she67 与 shc68 中 ,我 们 提 
出 几 个 看 来 不 易 证 明 的 这 类 不 等 式 ，; 
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shc67 (a) 


(by D tarhi, 


Ma 二 ro 
Cy hs 
Mata 
i ee MIS JA 
Ta Wa 
NMa Wa 
S59 ww 之 ha 
shcó8 (a) Du DISC HE eris UA! 


» (zu, Fw, )* 


Maa 


(b) 


(ic D» Tu XS. (A 


按 下 来 ,给 出 有 关 Mo pO 与 Fasas, 的 一 个 含 指 
数 变 量 的 猜想 ， 
shc69 4 0<Rs10 时 ， m 
2o PIS T 
Ri ,我 们 提出 有 关 旁 切 圆 半径 与 边 长 的 -个 不 等 式 : 
she70 4 ERR 


9x12; iå) 


3 
2 


X3 rÈ 3"? +1 
Rt gr 
注 : 已 证 &=1 m nr. 
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$2 关于 三 角形 内 部 或 平面 上 任 一 点 的 不 等 式 问题 


符号 约定 如 下 : 设 P 为 人 4BC 内 部 或 平面 上 任 一 点 ,这 点 至 
边 BC,CA,AB 的 距离 分 别 为 PD,PE,PF. ii PD=ri,PE=r;， 
PF=r;;PA= Ri,PB=Ri,PC 一 Rs. ADEF 的 外 接 圆 半径 与 面积 
FRIA RA. BWEABPC.ACPA,AAPB 的 外 接 圆 半 径 分 别 为 
RaRa R.. %4 P EF AABC 内 部 时 , 设 4P,BP,CP 分 别 交 BC, 
CA,AB F L,M,N, lil PL—r ,PM—r/ ,PN—r! ,AL=L,, 
BM-—L,CN-—LIALMN # MN, NL LM 分别 设 为 oosya， 
其 面积 为 A. 

另外 ,在 以 下 shc71-she100 中 ,猜想 shc74-shc80 HH P ui 
指 A4BC 平面 上 的 任 一 点 ,其 余 狂 想 中 的 已 点 均 指 和 4BC 内 部 
任 一 点 . 

1. 有 关 riyrzirs 与 R， ;R;.R; 的 不 等 式 问题 

1992 年 ,笔者 中 建 立 了 不 等 式 : 

i 之 2r" 十 (2RAp/4)*( 其 中 | 之 1)， 

并 猜想 它 对 OR 也 成 立 . 这 一 猜想 为 匡 继 昌 在 [10] 附 录 的 
100 个 未 解决 问题 提 及 , 现 已 知 上 述 猜 想 是 不 正确 的 . 这 里 重新 提 
出 有 关 的 猜想 ， 

she71 Si—1- «0 时 ,有 


onm +| arar)’ " 


我 们 在 L9J 中 作出 的 猜想 2 与 猜想 3 一 直 未 见 有 人 解决 ,在 
此 ,重新 介绍 与 [9] 中 猜想 2 相等 价 的 一 个 猜想 ; 
she72. 当 0<&<s1l 时 ,有 
DIRIGR' + QR». 
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应 用 Cauchy 不 等 式 与 简单 的 不 等 式 mmm. Tarr, Eu 


I M, 9 
2 P 
T LUIS 
shc73 Dea 


mug VLL CE W[11D. Emi IL R 
价 于 涉及 六 个 止 数 Yd EIEE 的 代数 不 等 式 : 


Dl d 


(yz) (vrw)} d 


prc 7 的 证 法 "m 21 
VR 
hth 


经 考察 ,猜想 成 立 以 下 更 强 的 不等式 : 
R, " 
shc74 » dudo l; 
下 面 给 出 一 对 涉及 R RoR 与 中 线 的 一 对 不 等 式 ， 


R, UE uo 
shc75 (a) Zhu Us 


R, 4 
(b) 2- sini” E 


考虑 [14] 中 不 等 式 22 VER 24A 的 加 强 ,笔者 提出 
shc76 2E LLR3 V 3 Rr. 
关于 中 线 P, teM, 与 民 ,RiR;, 已 知 成 立 以 下 很 强 的 不 等 


1 
2 D u“. 
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这 是 [5,p, 298] 定 理 4 的 特例 类 似 的 一 个 问题 是 :和 式 wR 
的 下 界 是 什么 呢 ? 经 考察 提出 
she77 2w, RL9Rr. 
另外 ,我 们 提出 有 关 和 和 式 20 《7 十 7 OR, EA FERIA s 
she78 之 Cbr RR. 
用 只 与 > 可 以 给 出 2 ER ER 
DRR >4kr. 
此 不 等 式 启示 笔者 与 虑 了 U RHR 与 Rr 问 的 不 等 式 关系 ， 
从 而 提出 
she79 D CR, 十 RS24Rr， 
上 式 又 促使 我 们 考察 了 上 CR; 上 Rs) 的 下 界 ,并 作出 猜测 ， 
she80 Il auo nom lw. 
1992 年 ,作者 证 明了 严格 不 等 式 : rR. GRACA 
可 能 还 可 改进 为 
> a AR. 
同时 发 现 类 似 的 不 等 式 
DnREŽR 
也 极 可 能 成 立 . 但 一 直 未 找到 上 述 两 个 不 等 式 的 证 明 , 因 此 提出 
she8l GO 2jn RR 
Q) 2jnRI AR. 


以 下 给 出 “对 看 上 去 有 点 古怪 的 不 等 式 : 
156 


TES SM mS 
shc82 (a) Du 2! 
SO R 3 
LM cr ar 
1992 年 ,作者 在 文 [9] 中 指出 不等式 


N? 


ZGRQRESR! BE. Ee ASA Kh PENET E AE, RI] 


针对 上 述 不 等 式 给 出 联系 天 ,rars 的 一 个 加 强 式 : 
she83 Or 2IRGGSCOR". 
2.8 X r orrors 5 R, Re R. 的 不 等 式 问题 
Bote bX n unu K R 的 一 个 问题 ，; 
she84 Aki artc 5 | ET TTE 
最 近 , 陈 


Pu Fa gel 人 ax a ae wp. 


据 亚 ,这 个 狂想 已 被 人 证 出 .下面 介绍 陈 计 作出 的 男 -个 有 关 r. 
ry ry ERUIT 测 z 


shegs ÍI - <- "D 

以 下 给 出 : a AERE 

shc86 2 5843. 

BEA AULAS UO e DIR e P HRR AGAT 


“| 
shc87 (a) 2,753259; 


pO 
h) ZZ dune 25 
- 
() 2,98 95 sg, 
l 


| (d) > 18. 


i MARGO GORCEURE 
接 下 来 ,我 们 给 出 彤 式 小 类 似 于 昔 名 的 Erdós-Mordell 不 等 


shce88 XRS 2355. 
此 外 ,猜想 2 RR, 与 Zar! n EE. 
| shc89 D sd 220r 
A. Oppenheim ayrat lra llet ERa, 
类 比 此 式 ,经 考察 提出 
she90 [| R= Ios. 
这 一 节 的 最 后 给 出 有 关 Ro RoR Sri err sr! 的 一 对 比值 型 


TS X: 
- r E | 
she91 (a) 3 RR ; 
"icri 3 
dC MUR E, RE M 
(b) 2; RIRCTI 


3. 其 它 不 等 式 问 题 
首先 介绍 涉及 RoR R. 5 a,b,c 的 一 个 猜想 ， 


shc92 2i R M 


2 
RE -个 有 趣 的 不 等 式 ， 
R, 
2d 2l. 
ee 
she93 之 元 ntar! 
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在 以 下 she94-sbe96 中 ,给 出 应 用 计算 机 直接 搜索 出 来 的 一 
shc94 (a) 21 ECER 2 P 


(b) N? tU, TW, 20d. 
nh um 2 


| Ri N 
she95 (a) Pam 2 
X- R, 3 
(b) Ti Tr. 2 


UN 
she96 GO) 2; «x 


b Demm g 

特有 关 三 角形 常见 几何 元 束 的 不 等 式 推广 为 涉及 一 动 点 的 情 

形 , 是 一 件 有 意义 的 工作 . 笔者 在 提出 前 面 的 she66 后 考虑 它 的 这 
BEI t feH js. 


N Ti com E 
shc97 S 2' 


往 : 令 也 为 人 ABC 的 重心 ,由 .E 式 立 得 shc66 4 IT SEX. 
现在 ,给 出 有 关 R RoR 与 Lysst 的 二 个 猜想 不 等 式 ; 


she98 (a) IH sz oen 
(b) D RRS $ hl. 


e) (DRY 22 
证 :笔者 已 证 较 (a) 稍 弱 的 不 等 式 ; 
. 8 
i RI, Il. 
成 立 . 
下 面 介绍 刘 谢 发 现 的 两 个 尚 待 证 实 的 相等 式 : 
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x A Ui 
shc99 (a) 2224 58 3 A, ; 


- (b) 2340-c0q9.216V 8 A. 
最 后 ,提出 有 关 八 LMN 的 边 长 与 R,, RoR 的 两 个 不 等 式 : 


she100 Ca) llr.>2 Mas 


~ 2 > 
RR 之 一 一 xs 


PUN ET ESSE LL T DL LLIUBR ETT, 
天 力 帮 助 , 特 致谢 总 ! 问 时 感谢 宁波 大 学 数学 系 陈 计 副 教授 的 热心 
支持 1! 
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关于 四 面体 的 两 个 不 等 式 


tf K 


A oboe, E Po, S eb CX 3.241000) 


»PTPBEICOE B ERI —£f8JÉ A AA vd Wr 3] 9 cl as as. 
1916 年 彼得 洛 维 奇 得 到 不 等 式 : 
at +a ta} 
leur d. (1) 
1961 年 达 林 和 莫 洋 得 到 不 等 式 
4(9— 2d) 
27 


AB S,—1- latata, ) d jft—3E 6 3c. ! 
以 下 应 用 优 超 理论 对 不 等 式 (1)、(2) 在 空间 作 推 广 . 
3 引 ] 理 1 设 四 面体 AAAA I pg I Ay ajsa" sas MA 
3S 3S — x 
Ld oss 
an 


证 明 Tb a zZeaime Zas [A] 为 


^ md latata) S —d|s 


x SEIL (usados 


dê id ad 


Sia +a? 十 ce 一 人 S AN (2) 


(asas. : "A 65 5 49 4040,0). (3) 
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= 去 [Cu 十 ca Faa d as) t Ca a tay 0777724) | 


» 2) 
giu TAD ta: +as) E 
同 理 可 证 
Vi ^ 
[ia G=3.4.5) 
1 了 | 
ni 
35 EN 3S 
EE asd M EM I AOA acia 
67 F 6 6 35 — (la; Has 1 T a4), 
um. 
6 
故 
3S 39 ' 
rng] Qon 
6 


X A TRE VPN rii We n E BT o n — fae wi 
边 之 和 大 于 第 三 边 , 故 有 


TG abe ta a, 


=+ [latas -a ) 十 (a;--a, —a) Ta; 0. 
则 有 


S mar 
同 理 可 证 
S— a0 (k=2,3,.…,6). 
BI S2,(&—2.---,6). 
FE 
SHS a Has, 
SHS -HS Da Hata, 
SHS-HS=3S= la Hape Fas) >a tr Hi, 
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S--S--S2a,4- has 
H S4-S-S—a; tart” as H 
lasari) ĖS, S5000). 
证 毕 . 
引 理 2'" ( 舒 尔 一 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 定 理 ) RIEA RE 
的 并 区 间 ,P(z) 是 1" EERI ARR M EOE r EER RA 
的 充 要 条 件 为 :对 所 有 Æj, 
Cz, --z,) : 
AP EDS Elz taza) zo E. 
iE: t ox E RRAY—T€ERIFGOdÉEX (Ev 上 的 -一 实 
AR UREE n y € o n y FESTUS. FSF). 则 称 
F (2 X 8f ^R Schur) MAY. 
定理 ” 设 空 间 任 意 四 面体 AAAA HEKTA a.C — 1, 
2,…,6),d 为 任意 … 非 负 实数 , 则 有 
l Sitat rai l 


6 œ(ajtHa, + Fa) 73! (4) 
Ži- Es |sat told TTA K3sS 5) 
式 中 S—Iat , cas? 


证 明 ii z-—(zseemn5H 
ei bad 


a scri 
和 
^ bg aac uit 4g Sect eR. 
F;(z)-—zi-4- 十 2 3d zd. 


显然 FG), Falo EZERRE IRE R^ PER R’ 上 为 连续 可 微 
函数 ,而 
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gF, 0 2g; — "S xd xD 
az, (zl 十 … 十 26)? (zH Hz)??? 


Od | 
aF, ! ' i (1—152,*7*6). 


an EQ * Ett? 


| 


oF oF | |- EN Eu 
1 az, ox, (zi d e ADT 


TE i Ed 


(z, -zj) 


;:220. 


E —s, 


§ $ 
I-II 
FTN ti 


= (z, —z;) | 2(z 一 w ) 一 
1? 2(z,—z,)— 3d (za 十 zx) 


z 
= (z, —z TS Paso. 
LT E base 


Hr 3| B8 2 50 F GOLF GO48€ R^ Etsi. 
又 由 3 引 埋 1 中式 (3), 合 有 


ey 4s 3 E 
FS 53| EF, ds JS EU, (5 $2 4$,0.0,0) 


01.2). (6) 
由 于 
e| am 
EY m às aba ul 
Fs, S| 一 一 
Ti Sl Teas i 
76 
359? | 
FCS. A P9 0. 0, 人 
| )00—5* 773 


履 不 等 式 (4) 成 立 . 
X. 


F| gS erg ST l -| [678 
| d ,| os 
-—|1 -一 心 (S^, 
2|! 98 | 


F:694584530«040)— 35* -0 一 39， 
故 林 等 式 (5) 成 立 ， 


WE É, 
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四 面体 中 线 的 两 个 不 等 式 


AER BAJ 
湖南 益阳 师 专 (413049) 


文 [1 定义 了 :连接 思 面 体 的 一 个 顶点 和 这 个 质点 所 对 的 而 
(每 个 面 都 是 二 角形 ?的 重心 的 线段 和 浆 为 这 四 面体 过 这 个 顶点 的 - 
条 中 线 . 文 [1] 并 二 证 明了 :四 而 体 的 四 条 中 线 共 点 ,日 这 点 把 四 面 
体 的 繁 一 条 中 线 痢 分 成 3 : 1 的 两 段 . 

本 文 介绍 四 面体 中 线 的 两 个 有 趣 的 不 
等 式 ， 

引 理 三 角形 的 一 中 线 的 2 倍 小 二 来 
此 中 线 两 边 之 和 ， 

证 明 设 4M 是 A4BC 的 一 条 中 线 ， N Y 
延长 AM 到 GG, 使 MG — AM XE E BG. 则 DE. 


, i 
ABMGZACMA, M Tj BG— AC. Ne 
TE/AAABG 中 ,有 
AG« AB+ BC, 


即 2AM«cABqTAC. 
下 面 介绍 四 面体 中 线 的 两 个 定理 . 
定理 ! 由 而 体 的 一 中 线 小 二 来 此 中 线 的 二 条 楼 长 和 的 二 
证 明 AEE AAAA 的 项 点 A, 所 对 的 而 的 重心 为 
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(G—1,2,3,4). 连接 AC, AC, 3€ AA, FEE CR AA, PURI 
AG, 中 点 下 ,连接 AE, AF. A GRE AAAA 的 重心 , AG, 
— 2G E ME ALGLLALF AE BI AL ALEF 5 A A AGLI] P AX Bi 91 
埋 , 知 

2A.G,A,E-- AIF, 

2A,F «AL A+A G.. 

(Dx2,18 

AAGIZA EHA, F. 

E FGG, 

4A G Z2A EHA A HAG. 

“3AG Z2ALE-F A, A. 

X AE JEÉAA,A,A, 的 中 线 ， 
由 引 理 ,得 


2A ECAA tA A, 3] 
BE 5 69 44 
3À,G A8; tA AtA A. 


RII AG, A CARA, 4-ALA,. 


定理 2 ”到 面体 四 中 线 之 和 大 于 六 楼 和 的 地 ,小 于 六 楼 各 的 


证 明 i& yu rii ie AAAA, 的 ANTE Kam A A, =a, (A1À5 
=ü; Å Å= d; AA T a4, AA = a; 4,4, — us. 由 定理 1,54 


AG (ai Hasta). 
[3] XE 
AG T lata, Fai) AG Go Fata), 
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AG; : (a; ta,--us?. 
四 式 相 加 ,得 


i G 
LAG Da, 
t 1 Ər 1 
没 四 面体 的 重心 为 (> 出 文 [|], 知 
A,C, : G4G,—3 iL 
" 3 . 
SAC TAG. 


同 埋 AG; 3 A G,. 
EAA AG, LA AAG HE AG, R 


AA; TAG HAGA. 


Bp a, ; (A Ci HAG). 
仿 此 有 


ac CA,G, d Al) , 


E UG Ea. 


M» 


aV 3 CAG tH Ala) ' 


C3 x 


CA;G, HAG), 


ag. — 


4 


ac AGFA. 


ñ 4 
` -p 4 ^ 上 S 1 
PLEASED 8 252,3 26. 
”一 r J 
4 6 4 
^ es Sac Za AG, 
r: ] 


£599 


i69 


L1 ]ài 
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f + 


6 
1 - 
£x Ef $ 22a MAG Da. 


3. 
定理 证 毕 . 
注 ;本 文 结论 不 难 推广 到 维 单 形 的 情形 . 


参考 文献 
国 ,由 面体 的 二 * 心 ”, 数 学 遂 报 ,1993 年 第 9 期 . 


关于 四 面体 的 一 个 命题 及 其 证 明 


3H 5x AL 
安徽 芜湖 市 第 十 二 中 学 (241000) 


据 文 [1], 有 关 由 面体 的 问题 人-，; 

没 四 而 体 的 各 棱 长 之 和 为 五 , 它 内 部 的 一 个 四 面体 的 各 棱 长 
之 和 为 E' RIESE. 
尚 末 解 决 . 本 文 试图 给 出 它 的 一 种 证 法 . 

引 理 1 Æ PP, 是 过 AOPQ 顶点 P 卫 的 任 一 直线 上 位 于 点 
P 两 旁 的 点 ; 则 人 OPIQ、 信 OPsQ 的 周 长 全 少 有 有 - -个 大 于 人 入 0PQ 


Jai. A O A; 

证 明 A OQARA PO / F; EON 
十 PQ) 长 为 长 轴 过 三 作 杠 圆 ,再 ”AAA O 
以 直线 OQ HARER O M 7B 
WERL 因 PP, 是 过 请 的 “ a "n. A 
HAkü&r&PeMedu CN D/C 
PP, 至 少 有 - :点 在 此 棋 球 外 C0 C -+ 2 


部 ,不 妨 设 为 疡 ,那么 显然 有 人 OPQ 周 长 大 于 入 OPQ 周 长 . 证 
tE, 

引 理 2 W AAOPQ FHG n HEA, UTE n ASA: o E 
硕 点 中 至 少 存在 二 个 点 ;以 这 三 点 为 顶点 的 二 角形 周 长 不 小 于 
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AOPQ 周 长 . 
WEB] 设 直线 POZ n 边 形 的 BB 边 于 已 ,区 OCAT 
Q ER QO 交 AA; 边 十 Q,. 由 引 理 1 ,得 
AA BC, 向 长 
AA, ae<] 或 
AAB C; Jj 
AA PQ AKS 或 
AAB;C, 周 长 
AA BQ a<] 或 
AA,B,C, 周 长 
六 OP J& 或 
AAB,C, AK 
AA:B,C; AK 
AAQPQQ HR< 或 
AAB,C, 周 长 
A AB,Q, a<] 或 
AAUC, 周 长 
而 AOPQ 周 长 显 然 小 于 AOPiQ', AKOPA 与 多 边 形 顶点 
重合 时 可 取 等 号 ). 证 毕 . 
引 理 3 Jui kA fE— =E 
的 周 长 不 大 于 该 四 面体 某 一 侧面 三 
角形 周 长 . " 
证 明 设 AOPQ 为 四 面体 * 
ABCD WE—-—fUÉ.SAOPOÍE pB 
四 面体 截面 , 则 只 有 如 下 两 种 可 能 : s 
(1) 截 面 为 三 角形 ,不 妨 记 为 
AEFG. 显然 ,入 OPQ 周 长 不 大 于 C 
AEFG 周 长 ,又 由 引 理 1.4 


A 


l?2 


AAEF REI AABD 周作 


或 
AEFG Jil = AACE AKR «— ^A ACD JR EK 
ACEF ARZ AABC HK 
ABCE WRK X 
lnie 


(2 AAIE E aA E 
EFGH. H 5| 88 2 4. AOPQ 周 长 
不 大 于 以 上 .FGEH 中 某 三 点 为 顶 
点 的 二 角形 周 长 , 不 妨 设 为 
入 EFG, 再 由 引 理 1 £L /AEFG JAR 
^F UU iBi 9 AE — fW iB; — ff E RI C. 

综合 (1)、(2) 知 ,四 面体 向 任 一 
— SUE B3 Fi] E CK E EVA t8 e 
fft] rr -—— 587E IS C4 O.P.Q 与 四 
面体 顶点 重合 时 可 到 等 号). ER. 

引 理 4 出 面体 任 一 侧面 三 鱼 形 周 长 小 上 各 校长 之 和 的 三 ， 

证 明 设 四 面体 ABCD 各 楼 长 之 和 为 玉 , 不 失 一 般 性 ,并 
ABCD AKH 1L. TE H GE IER EHE Ik, 


假设 [2 E EZ. 3L22E, FEH 2CAB-- ACS-ADO > 得 
?CAB-- AC-- AD) + 32K , 
Hl 2E—2E 矛盾 , 故 iL E. 3p. 
d.d dO T aH BS SB T REUS uEB. 
Y rA ES rn d £j 向 — f JE Fi] A& 4r A Ludo 645 那 VA 
2E' —1, TG OT. 
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iti Ri 5138 3 及 引 理 4, 知 


4 十 4 十 二 <4X E, 


故 2E' ELM] E E gi [o] S] 156] SEAT py ER fai). 


参考 文献 


L1] MGE rl, XE PUE B 10 个 问题 的 探讨 ,中 国 初等 数学 研究 文集 , 1992 
tk 6 H. 


[2 Ho Fk ,来 白 四 面体 的 挑战 ,中学生 数学 ,1987 Æ 1]. 
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Vd ii p B2 V) ESRB) E oZ 


ACE 朱 火 芬 


湖北 黄石 市 有 色 一 中 (435005 ) 
湖北 部 城 通用 机 器 集团 公司 技校 (436000) 


大 家 知道 , 符 称 与 四 面体 的 六 条 校 部 相 切 的 球 为 其 棱 切 球 , 则 
-- 般 的 四 面体 并 不 一 定 存在 棱 切 了 球 . 1985 条 , 杨 之 给 出 了 四 面体 
TERURE -TERRE L A LEER URERA 
式 ,然后 , 建 并 与 半径 有 关 的 若 十 不 等 式 . 

1. 半径 的 计算 公式 

引 理 1" An HE EE pue T. 的 体积 为 VY ,校长 Pam 


=d y laS a5 a, 77 0, 08i , En) ME 


s—| 
v= SD PP: PO. 
H DP Pies P0323 24-2 阶 Cayley-Mengv 行列 式 , 即 


|o Jes} 
DOP, Pse P) S= f 
TE 
Maro vos | 
引 理 2: HAEE PP PP 的 楼 长 为 :PP, | =a, WE 
面体 存在 楼 切 球 的 充 要 条 件 是 其 楼 长 满足 : 
aà,,7 r, d- a ,G Ej). (3) 
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(2) 


2 


定理 | 设 四 面体 PP PP, HRR IPP, a ,用 存在 棱 切 
球 , 棱 切 球 的 半径 为 1, 则 有 


l D 
P= —3D- (4) 
其 中 
-2t Eyy 270T2 ZToxs 
万 三 Big] 一 271 3x3 2zizs 
Xola 2T 一 272 274, 
arua AW. Guru. 5D 
0 1 1 1 d 
i PM 
D,—|1 
D, 
1 
] 


这 里 x 的 意义 出 (3) 确 定 . 

证 明 设 四 面体 PP PP, 的 楼 切 球 的 球 心 为 已 ,其 楼 切 球 
与 楼 PP, DIAN M GA). 由 球 的 切线 长 定理 ,不 妨 设 | 已 好 ,| 
=x, A] an= | P.P, = |P.M, | 十 |P,M, | 5x t.r, 

XV PIM, PP,, A |PIP PEtat. 

而 由 Pos Pis Pa PS P, 五 点 为 质点 的 几何 体 在 四 维 空 间 中 的 
体积 为 堆 , 故 依 引 理 1 知 :关于 Pas Pis Pos Pas P: 的 六 阶 Cayley- 


Mengev FTPA 247 , 即 

0 ] l l l 1 

1 Ü Graci (ratz)?  Qnden Pcr 

l (zz) 0 (rid  Gnd-n PHa: 

] Gnd Gran) 0 《za 十 -ra tz: E 
l Gnd Gne) (rtr)? 0 PFa 

1 P+? P+? i P342 0 
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REHE £r 9X ET AE. 


DHP- - 行 乘 以 “一 ”加 到 第 6 1T. 
2))828 — Fi] 3E AL * —" ERI 2B. 6 列 ， 
-f13 M * — x?" 3039028 ;2-2 $16 —0,1.2,32; 
-IR — x" ERIS 14-2 列 (i==0,1,2,3)， 


3) 将 第 - 
4) 将 第 
从 而 得 
Ü 1 I | 
I --27i aud BLot; 
] dh — 2zi Bar 
l 2zxr, 27 — 2z? 
l Rrota Ara BTT, 
1 0 0 0 
将 此 行列 式 按 第 6 列 展开 ,得 
2 
l 2x, 一 27? 
一 |1 Gram Zr 
l Rat, 2z2, 
l 0 0 
jo 1 1 
HL 一 人 
—28'] 2x, — 2a 
l Arr Rrr 
Ll fud. bg 


2002; 
2T, 
md n 


dU eq 


= 2 
215 


将 此 式 左边 第 一 个 行列 式 按 第 五 行 展 开 并 移 项 整 埋 即 得 (4)， 


证 毕 . 


推论 ”在 定理 1 的 记 意 义 下 ,和 有 


eret] à 


12 
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其 中 VY 为 四 面体 的 体积 . 
证 明 ”由 定理 ], 知 


| i 1 1 1 | 
I? saga. » i l | 
: | 1 1 一 1 l 
ka i t e 
m rttr). (6) 


再 对 定 民 1 中 的 D, 作 如 下 变形 
DHE -IREA a? 加 到 第 i+2 行 (一 0,1,2,3); 
2) 将 第 一 - 列 习 以 zx? ng 55$ 2272 410 —0,1, 2. 32, JA] D, AE 


A. 
|o 1 l ] 1 | 
n 0 Gr! Cb) Gar 
D,—li Gnd» 0 Cee) Ceia) | (OD 
| 1 ram ltr) 0 (Xa x | 
|1 Gyr (Gne Gne) o | 
由 (7) 并 结合 引 理 1, 知 
D, —288V?. (8) 
HEIR DONOR. 


2. 若干 不 等 式 
51 理 3 设 四 面体 4,4:4:4, PR TRO V PH ER PL SE COR 
R,ECLIRXEBEAE RIDE a acibsbiscic iS 
VER? = 2 Cua, bb teci) GCaa t bb, -- cci) laa tec- Bp) 
* (ob, - cci-- au). (9) 
特 款 : 对 于 存在 棱 切 球 的 四 面体 AAAA AT 
V?R* =R Len a Gia) HF Ga) Go a) 
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Ew Cr Eau ) (x 十 ru) j{2 Cz xara rro? | 


u [2 Gea nin) JE2 Georg dni) ] (10) 
= i Cire > TIz3 十 tito 十 xaxa E Tiro 十 :szp 7) 
e Gira aar. H Tirar 十 cumTyrReTo 十 LILE 


d zizririd-ririr$d-xirirod c2z36). (11) 
(9) 是 人 家 熟知 的 ,(10)、 (11) 可 由 (9) 及 (3)? 经 计算 直接 得 到 . 
引 理 4 若 四 面体 的 某 -个 而 的 三 条 惰 长 为 <,avc, 它 们 之 对 

RORA z,yyz, 则 其 体积 Y 为 


VU PHEP,-H)'A. (12) 


其 中 ， 
P= lary tehty He -atar y, 
PP 二 (By) la Hetta He Ina), 
P= cx) Ca! tHE tarty ct—2*), 
H — (abcY + layz) + (bzy + lcay)’. 
特 款 :对 十 存在 楼 切 球 的 四 面体 AAAA A 
1 


Vd es 9 [2 CGrixinm, 十 ziz3zszo dxbrhxaxn, Hririt da 
Hariri, Hairir a) —(airixi Hariri +ririr: 
+Heirirg) ]. (13) 
(12) 是 大 家 熟知 的 , (13) 可 由 (12) 及 (3) 经 计算 直接 得 到 ,也 
可 直接 由 引 理 1 经 计算 得 到 ,但 这 样 计算 量 太 大 . 
SHg5 i PiPPa PPs Ps 分 别 是 四 面体 的 六 条 楼 长 ， 
O 为 空间 上 任意 一 点 ,G 为 四面 体 之 重心 , 则 有 


42; OA |'-16l0G|4- 27 P7. (44) 
(14) 旦 大 家 熟知 的 ,也 可 用 解析 法 经 计算 得 出 . 
定理 2 AWHI PP PP, 存在 楼 切 球 ,楼 切 球 的 半径 为 上 ， 


了 79 


则 有 
167 ze2Gn rideau, Hri te ara axo Fro) 
— (xi -- xf at a) (15) 
=3(P+Q—2W). (16) 
共 中 的 意义 出 (3) 确 定 ,P 为 六 条 楼 长 中 每 两 条 楼 长 之 积 
的 和 和 ,Q 为 一 组 对 校 之 积 的 和 ,W 为 六 条 校长 的 平方 各. 
(15) 中 等 她 当 目 仅 妆 四 面体 的 重心 与 其 棱 切 球 的 球 心 重合 时 
证 明 设 四 面体 PQDPP.D, 的 棱 切 款 的 球 心 为 O, URS 
楼 PP) WF MT PM! =r, LT 
IP, P,| 2 |P,.M, |+ [PM, =r, Hr, 
由 于 OM,, LPP, .|OP.|'-£-—ax BW lE 5, 


3 


4 YV 02-1806 3, jepi 
= í TIER. 


—|67 2 ps Gm Fa)'-A2 ir 

— Z Gem Hairy tH tiri tH mans doas, dara) 

- (ritarit zit ri). 
些 朗 515), 由 过 程 可 知 :等 号 当月 仅 当 四 面体 的 重心 G 与 其 
校 切 球 的 球 心 O 重合 时 成 立 . 

由 上 式 , 可 知 
16/5 252 Gruxs H- riri H T Ta Frera Foro Hera) 

— Grid ai ai--ai) 

ad [nnn Gc a G LX — (8 
— Gr, -0)- Ge; — 02^ 2G T ar Gr Hro) 


E 2Ge a3) Gra 4-2) 4-2 Gri a Gn, 4-4) ]. (17) 
1850 


"e eS. = 一 到 | Ge 


J 
2 


[Cas as Y H lawan h, 


= Cx, —q,) = 一 了 Eco an) + CS aual 
— (nmr) — HE lausan) Hlan as]. 


— (x, ay - — l6, -aw + Ca; acd y 


《ra 一 Ta) = — ua Ga a3], 


一 (=t) — — Ga an + lan- dad ls 
Cry Hr) Gr, oa = aas Cri Hri) (2d ro) = agas 
Crit azo) Cra tH r) — ajas 
将 以 续 各 式 代 入 (17? 并 整理 即 得 (16)， 
定理 3 设 四 面体 PP PP: 的 体积 为 了 Y, 共 六 条 棱 长 之 积 为 
N. HAERE RRE A L ARRERA R. UH 
Rima, (18) 
VI. Ni. (19) 
等 号 当月 仅 当 四 面体 PoP PaP, 为 于 四 面体 时 成 立 ， 
证 明 在 (10) 右 边 诺 用 平均 不 等 式 ,可 知 


VER? 2 "3545 B Cruci) 


-5 Crarirzzri. TT 
由 (5) 及 (20), 知 RE. 
从 过 程 昂 知 等 号 当 生 仪 当 xz. 一 zx, 一 zs 三 zxs, 即 诸 楼 长 相等 时 
在 (5) 中 应 由 下 均 不 等 式 ,得 
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vus i| Jd Gobuduv Een do Oni nbn 


24 
d Gr, Haz) |t (21) 
H (3)% (21), %8 VI& NU 


从 过 程 中 易 知 等 号 当 且 仪 当 四 面体 为 正四 面体 时 成 立 . ur 8S. 
定理 4 设 四 面体 PPPD 的 体积 为 V, 且 存在 楼 切 球 ,楼 
切 球 、 内 切 球 、 外 接 球 半径 分 别 为 1,r,R, 则 有 


8r «LR g? YR (22) 
Suna E 
证 明 HHE Vegri. (23) 


WA RHE PoP PaPa ATS P, 所 对 的 面 的 面积 为 S,, 由 海伦 
公式 及 (3) ,得 

Se= [rizr Gn dT xr], 

S, —[xoxoxs Gro d- 2 4-212], 

S; LrorixsGrod-xi das ]'^, 

S, rox izs Cro dodi ta) 1^, 


V —ÀrnGe SESHESO 


1 

一 gr Eliras xi T X 十 sD és 十 (aT a (Xo 十 Xd 
Hri) E Geox zi Geo doin tan) E Gri x; *. Gro d^ x 
tap] 

2 r3 Cezir), ON 平均 不 等 式 ) 


2 
=>v*>| $| r? *3* Crot TaT). (24) 


在 (24) 中 应 用 (5), 得 
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vlt)» » 3 [ivi] 


>V gr”. 
Mui (232 3 LNE - nr P 2 E 4 中 丙 述 . 
Bu Ve RY. (25) 


ririri t riase tH a eiri trario 

~ 2 2 X 2 Ex 22. 

c E (LLIT T FILITo d-abmomax., FLLI Ao FEILIN 
Tairbrurn:) (26) 


由 (13) 及 (26), 知 


VTi (TIX 二 IT 二 十 XT 十 XT 十 6) (27) 

由 (11) 并 结合 (26), 知 

VIR > i Criza 十 Tizs 十 Tiras 十 tiza 十 zofo F oaa) 
[Cx Etato 十 an LyLo 十 L I Tero 十 TZT) 
HŽ rraz Cait: 十 tix, H iTo + Titi F TTo 
十 X30) ] 

之 36 Cre H riza 十 wo E tity F xro F Tyry) 


2 
" ELLO aas 十 NEN 十 Xp To + au 十 ,cytn 


2 
Frar) V ogaervrery Gris t PENA 十 VEM 十 Xa 
Peret ] 
] 
一 37 Leri: + rx, + ara H mara + ran + TTo) 


, Croitor) PCT TT) s (28) 
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B O72.(282 & C2 RII 


从 [全 (25) 成 立 , 册 知 等 号 成 立 的 条 件 如 定理 4 中 所 述 . 
C25) 及 (18), 知 
Bv 3 p. 


vč zd 27 (29) 
tH (2320 € (29) (22) FR v. 
猜想 ”在 本 文 的 记号 意义 下 ,有 有 
P3, (30) 
如 果 (30) 成 立 , 则 有 如 下 两 个 美妙 的 不 等 式 链 ， 
Rima, (31) 
AREE RC pe, (32) 


9 27 
定理 5 设 四 面体 PeP PP, 存在 棱 切 款 ,楼 切 款 与 外 接 球 的 
半径 分 别 为 只; 四 间 休 的 信条 楼 长 为 Qs es »b sl , 则 有 


168'2215R* -- 3E a" - E c ai 3- bi 4 ei. (33) 
SF HA PU BR Uk A EDU ri UE UR E. 
证 明 ”只 证 
15R* - 37 a Hb 3e? Hr atd bet, (34) 


由 (5) 4 知 JV = L Gi zeri". 
由 (11), 知 


ISV*R* = È Gr, d Zity 十 了 rn F am, 十 人 十 Eao ) 
( TpTiTYT, EN TÅL Lata + Tir ef T Xr AE 
十 ztziz3 十 zzgr6 十 rtz3z3 十 xz 
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dr lb. HE C342 B[ il: 
i rati cari T (rido dr aura dato dura Faty aam) 


1 red os $3.3 24247 
OSEE M -+ Tir rr. +a Up A 2.T 十 PALLET: 十 [723 ud 


riria aiaiai) 


z> i 2ga uir 十 t rT Friji ate 
Horiana, Hairie) — Cerisaie a keir 
ririri [eri x) p Go tr H ritar d H Cr 
十 x 六 一 Co 十 x 六 十 brs 十 .rj]， (35) 
Tí GSO ECT 3E P8, 
12 Ceisiai 十 -ea + irig airiri 二 
Tairbxid iwir tieza tatei tH etririt riria 
T 23CGr rix d atadas Hatria d ririn teiegi cir h ririri 
Febris Herirnir) taaie deairiri + arrir) — 6BBGrpririz 
-Fadasatas 十 他 | tt in Fritzie, tt ri d-3irtriz, 
rd rr ira irr tr?) 
- l6CGelachreiod- rariss xisireri ririn Harir x 
ada a3) — 9 Graia arriere d tnd rs H rr: rr, 
Toaiaryasgd-arirrxad-agirbrared dn Hri Ea Harha LoT, 
Hariri Herrira) 0. (36) 
下 证 (36) 是 成 立 的 . 
由 a^ - 5^2 2ab , [A 
Berinai darrixed xxi dr brir Tai riri 
十 -7233 十 -2 hrigt Hririri poirir t ririri) 
Z J8 Criit P ririrerst ataie Hririnag, triririr, 
十 rT) (37) 
XH a^ E Ee abbe tac. Hl 
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12i izixi-d ixi Maixrixptairixi Hariari tarizi 
Hariri rit airixid-xirixéd xixirid rézixi Harizi) 
= 9 [Ceiri H riata 二 rtasi 十 ririri doxixiri + xixixi 
-ExiririJd atrix tairi t adxixid adis aixixi)] 
Jr 3L Gradi 十 了 rz 十 .tri 十 《rz tH rro 
Heiriri) 十 (人 十 zx t eirias) t Grimixo d x20 
十 了 2》 |] 
让 -Faixirgro HITEL To 
Hariari H riri rro H airir aao tH rir TAHITI Ta 
T axia taxa Haiei) 4-3 Gea T iriri tH eiria. 
T airixód-xixirid-xixexid-xiximxid-mirixod erir] 
aixizid-aiziri-d rixirD, (38) 
由 (37)、(38), 知 
(360) 7p 3 Z8 18 Geixria t aixixi-dagirixri-aixixi cT aix 
Frrr Hririei t ririri tirir t eiri 
二 Xx3riri rriri)— Criririrot atririr, 
Hariri tH riri riro H ratri t Xie 
Hariri trit cririzhrdoiririm, T riririr 
Harir atr H rieta) ] (39) 
又 由 abtab Latt (a.b C R^». 
aileri Graro trir) H- 3 Grixo - rir) d xl Grix, d aix + rs 
e [zi(zszo Harir +r? Grixs trir Hri Gebr +a ] - zia 
(riro t rir) +H x Grixs tH aix) Fx Geizs + xir 2 ] iD Griz, 
Harir p tai leiri trir) tH atletet aria, ) ] 
Krila Crit ri) H ri Cat H ai H ari lari H r) Hari Ertir 
x) axi Gr Ta D Haria Hr rll lri Hala 
Tox$) Hah Cri Hah] Heileilri Hari) Hartl + rt) 
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二 x3Cri 廿 x23)] 
eriririr 4 riririrst TITTAT? ririairo r rir raa 
Harrira daixixir.oanadciaict riririn ri 
A ahai rir HLT 
rrr rr ri 二 rr riri drin 
palrie trina t ririrt Ti 二 Tirol cTairiri 
(40) 
Br O90 (40) 知 (36) 成 立 , 从 而 (35) 成 立 , 故 (34)? 也 成 立 , 且 等 
号 当 目 仪 当 a 二 b=c=w = 由 一 cl 时 成 立 , 证 毕 . 


参考 文献 
OJE. PU rij fce 9] ER f£ TE d] — p 76 38 2 (p ,济南 数学 通讯 ,1985 ER 6 
HH. 
[2] 杨 路 , 张 景 中 ,关于 有 限 点 集 的 一 类 不 等 式 , 数 学 学 报 ,1980 第 5 期 ， 
740- - 719. 
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n 维 空间 有 限 点 集 几 何不 等 式 研究 综述 


tid 
扬州 大 学 师范 学 院 数 学 与 计算 机 科学 条 (江苏 ,225002) 


$1 前言 

本 文 对 1979-- 1994 年 以 来 国内 学 者 在 # 维 空间 的 有 有 限 点 焦 ， 
尤其 是 单纯 形 方 面 的 几何 不 等 式 的 研究 结果 加以 综述 . 

国内 学 青 在 近 小 多 年 来 ,在 高 维 空 间 有 几何 不 等 式 的 研究 方面 
取得 了 长 足 的 发 展 ,发 表 论 文 逾 百 篇 ,取得 了 可 襄 的 成 果 . 尤其 是 
中 国 科 学 院 成 都 分 院 杨 路 、 张 景 中 两 位 研究 员 的 工作 , 同 他 们 在 其 
他 领域 所 取得 的 成 就 _- 样 ,在 几 人 向 不 等 式 领域 所 上 起 得 的 研究 成 果 
是 十分 测 色 的 ,引起 国内 同行 学 者 的 极 大 兴趣 和 重视 ,在 国际 上 ， 
也 得 到 有 关 专 家 的 高 度 评价 . 

70 年代 末 至 80 年 代 , 杨 路 、 张 景 中 两 位 研究 员 在 路 离 几 何 与 
几何 不 等 式 方面 发 表 了 -系列 研究 论文 ,为 我 国学 者 开展 几何 不 
等 式 的 研究 起 了 莫 基 性 的 作用 . 由 上 他 们 在 区 何不 等 式 方面 的 研 
究 成 果 十 分 丰富 ,在 本 文中 不 可 能 -一 列 出 ,他 们 研究 成 果 的 详细 
情况 可 从 本 节 所 附 的 参 疙 文献 总 中 中 查 疯 到 , 现 只 将 其 中 影响 最 
大 ,被 广 为 引 用 的 几 个 主要 结果 叙述 于 于 ， 

1. 杨 路 - 张 景 中 不 等 式 

1980 年 , 杨 路 , 张 最 中 在 文 L1] 中 建立 了 F 面 的 一 组 不 等 式 ， 
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定理 1 G= (Pa Proe Psili E" pi ARAR AER CG 
的 十 1 DHATANE k ERE AEAT TERS e ERIE M e HEUS 
RAPEAN N GE — 1.2. n0 MA 


Ni. Lemi)! (PE i 
Ni” Fon ANARI] TTE gon N) (IE Em), (1) 


RTI)’ Qm +i 
À k 


Nice | j 


N, Na Ox m NS N). 
(2) 
而 等 号 成 立 当 且 仅 当 避 的 密集 椭 球 为 球 时 成 忌 . 
1981 年 ,他 们 将 不 等 式 (1)、 2) 推广 为 下 面 的 定理 光 . 
定理 2 WE g— (AL Gn 60.1, , N) E GU NO TR 
UB ym, 是 点 A; RAHE. p PERROT A en 
4,, 所 支撑 的 单 形 的 & 维 体积 记 为 V,,.… , 令 


227 "m2 Dim m, ma VE, o seta). 


M M Tt «my. 
则 有 不 等 式 


(n—0D1 Y : 
CET "s T M. OSEE m0), (3) 


E E as! 


所 一 此 


Mz * M, Me Os bx nsn, n[ IE HT 
ff». (4) 

式 中 等 号 当 旦 仅 当 9 的 密集 椭 蒜 为 球 时 成 立 . 

从 不 等 式 (1) 一 (4) 可 以 导出 许多 不 等 式 ,因而 是 应 用 相当 ] 
泛 的 -类 不 等 式 ,已 被 D.S. Mitrinovie 收 入 专著 《几何 不 等 式 的 新 
进展 一 书 中 * ,并 可 参阅 左 乌 如 的 8 杨 - 张 不 等 式 的 苦于 推论 )》 一 
ke 

2. 基本 图 形 的 度量 方程 

把 EE" 中 的 每 个 点 或 者 每 个 定向 超 平 夯 都 叫做 基本 元 素 , 由 
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个 基本 元 素 构成 的 集 叫做 本 中 的 一 个 点 元 基本 图 形 ， 
设 气 姨 一 个 基本 图 形 , 吾 = {ereen ,这 些 e(1 委 ; 魏 N) 
是 基本 元 素 “一 点 或 定向 超 平 而 ,在 名 上 定义 一 个 二 元 实 值 冰 数 
g:Sxe—m, 
使 得 
-4 oce, 1:87) , 当 e,,e, 都 是 点 1 


Eve 一 cos eè, H ene, 部 是 超 平 面 ; 
Cee), 当 ee 中 一 为 点 ,一 为 面 ， 
3X HL p Cr, y) AGIR PEE z,y 间 的 距离 , 今 表 示 了 两 定向 超 平面 z,y 
之 间 的 夹 角 , 而 d(x,y}) 则 表示 点 x( 或 y) 到 定向 超 平面 y C 20 81 
带 号 距离 . 简单 地 沁 
g,7 g(e.e, 

我 们 有 下 述 命题 

定理 3 Wb S-lee.sses) E E" 中 的 基本 图 形 , 今 

Ô=] gi ISN, 

JF[S EXER FA N 十 1 阶 方 阵 : 


0 2, 8peóy 
yo pee m 
[$]— 5, 
: &, 
Ôv :| 
id P[S]=det[6], W4 N>n+1 时 ,有 
P[G]-0. (5) 


杨 路 . 张 景 中 对 球面 型 空间 与 双 昌 型 空间 中 的 基本 图 形 也 建 
立 了 类 仆 的 结论 ”…, 在 此 基础 七, 他们 还 一 般 地 建立 了 抽象 距离 空 
间 的 秩 的 概念 45 

形 如 (5) 的 方程 ,叫做 基本 图 形 的 度量 方程 , 它 推广 了 Cayley- 
Menger 的 结果 ,方程 (5) 在 一 些 重要 的 几何 不 等 式 的 证 明 中 扮 
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演 了 重要 的 角色 . fn ox di ss n] SR SCA D Eos OE (6 U- cm ES 
IR] Ag Neuberg-Pedoe KRIE E 5E E EY] Sallee J tH arp ur BU" 
等 等 ,都 运用 了 类 似 十 65) 的 度 基 方程 . 

3. 伪 对 称 集 与 有 关 的 几何 不 等 式 

在 文 Li0] 中 , 杨 路 、. 张 景 中 引进 了 EF"- 伪 对 称 集 的 概念 ,这 是 
比 “ 惯 世 等 轴 ” 更 强 的 对 称 条 件 . 这 概念 的 引进 推动 了 几何 不 等 


式 的 研究 . 
在 文 L103 中 ,让 明了 下 列 不 等 式 ， 
M, (ym ; — : MiB) (6) 


其 中 MIO WURETqN P, eR > 次 苦 的 平均 值 ， 
B 


b RS 


xc dier 
将 不 等 式 人 6) 应 用 十 紧 致 曲面 : 设 ,到 Rb E 中 的 紧 致 曲面 , 今 
F 表示 v BEAR. g |. B9 SEE 
MAP = d aJ] |X — Yl'da(X)do(Y). 


M, (©) — 


有 如 下 的 定理 :对 E" 中 任意 一 个 紧 致 曲 而 7 成 立 着 关系 


MAy 


MCF ). (7) 
等 号 当量 仪 当 . 是 一 个 超 球 而 时 成 立 . 


$2. 有关 单 形体 积 的 不 等 式 


没 之 外 之 中 是 ， 维 欧 氏 空间 E" 中 的 一 个 非 退 化 单 形 , D. 
| 之 呈 的 顶点 为 4(B) Kr 1m 12e. 22 SRL 


AERA | V CAD LR, V. 表示 ,而 顶点 4 所 对 的 (* 一 1) 维 侧面 记 为 
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Bi o, — AA LWA 77 


定理 4 
a 
Ve e a Co, (8) 
V Fi EAE S . Iz] (9) 
n! yali pn "n (10) 


(8) 一 (10) 中 当 单 形 为 正则 时 等 号 成 立 . 
不 等 式 (10) 一 般 称 为 Veljan-Korchmàros PEA. 3E s TE X: 
[11j 中 ,考虑 六 它 的 改进 
苏 化 明 最 近 在 文 [12] 中 给 出 了 一 个 联系 单 形体 积 VV 与 VY, 及 
DONE ee l 
[ ly” »[ eus a SLE 了 


20 T1) G1» 


其 中 等 号 当量 仅 当 之 )， 为 正则 单 形 时 成 立 . 
应 用 重心 坐标 与 行列 式 计算 ,1985- 1987 年 , 文 L13] -[151 
中 分 别 给 出 了 下 列 几 个 结果 的 证 明 . 


定理 5 设 P 为 单 形 24 HER ER PA 的 延长 线 交 
XTA 5, , Bu] 


Iva» scd, IV CAD. |. (12) 
m 


定理 6 设 G 为 单 形 > ,的 重心 ,4G 交 》 ,的 外 接 (一 1) 
维 超 款 面 S" I7 B, , 则 
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IVCGB) | z |VCA) |. (13) 
等 号 当 且 仅 当 单 形 2,4 的 重心 与 外 心 相 重合 成 立 . 
定理 7 Un EAE 2o. AIGLA D a 的 内 切 球 的 切 
点 构成 的 单 形 , 则 有 
vanis L vol. (14) 


3 a 为 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 

n HERE Do ,的 所 有 m 维 子 单 形 的 体积 站 方 的 4 次 初等 
对 称 多 项 式 为 P,; 别 所 有 zm 维 子 单 形 的 体积 的 4 次 初等 对 称 多 项 
式 为 Qi, 苏 化 明证 明了 059 如 下 的 定理 . 

定理 8 AEE ST DLE RUE Dos 的 不 变量 P. 
P! QU 与 Q' 之 间 有 人 不等式 

Pi xn mpi (15) 
Qn hQ. (16) 
Q5), 1 Bis rp 835-4 H too D, NEWBURY. 

文 El3] 中 提出 了 下 面 的 猜测 : 自 单 形 2, ,内 任意 一 点 己 作 各 

TE PIE 2E A 0) 46 XT rh F H,,H,,7.H,,4. M 
ivan sva, am 

上 面 的 不 等 式 己 于 1990 4E WIK yr Wr üE I. 1992 年 ， Wk de 
给 出 了 不 等 式 (17) 的 一 个 新 证 明 . 并 给 出 了 (17) 中 等 号 成 立 的 充 
3A BU 


$3. 仿 内 和 在、 外 人 径 和 体积 的 不 等 式 


1981 4E , o SK EE HP IER T UI RC B RR. 
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定理 9 
R<] ees] ' i dl 5 8) 
等 号 成 立 当 日 仅 当 存 在 着 ?十 1 PEX 1420G—1,2, 72-0, 
使 
PoS js TEL jen 十 1， 

A SECOS FR RREH SMEER, aiin. 又 以 > 

表示 单 形 的 内 切 球 半径 ,简称 内 径 , 则 由 不 等 式 (9), 易 得 全- 
n! va Dy "nr. (19) 
n M, 

又 由 内 接 于 一 个 球 的 一 切 单 形 中 ,以 正则 单 形 体积 最 大 59， 

可 以 得 到 


"n31-1/z 
GIU «R (200 


n! v«[ j 
不 等 式 (19) 55 (20018 15 
R-nr, (21) 
1979 年 , M. S. Klamkin 等 给 (21) 一 个 简单 证 明 5], 后 于 
1985 年 给 出 (1) 的 一 个 加 强 形式 31， 
Rizmmnr-TOD. (22) 
HEO, REBEBIPINO IND. XI G 表示 单 形 的 重心 . 
文 L22、23、24] 中 给 出 本 不 等 式 (21)、(22) 的 改进 形式 ， 
y 


GR g| tars (23) 
" Bn PEE » 24 T$ 

(DR S| y n^r +0; (24) 

(DROnr T OG. (25) 


其 中 (25) 式 的 5. 是 与 楼 长 相关 的 数 . 且 55, 宇 1. 
不 等 式 (21) 一 (25) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 单 形 是 正则 单 形 时 . 
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$4  Neuberg-Pedoe 不 等 式 的 高 维 推广 


1980 年 , 杨 路 和 张 巡 中 折 N-P 不 等 式 推广 到 高 维 穷 间 ! ， 
^ 上 JA 

定理 10 i02, 22, E PRA n HERE LV CAD, 
VIDD ARR A,B Hm ps E. 设 A 的 项 点 是 ET "PAPEL | (B 8 
MAJE RB Bate Beo LR 

&,—:A,A,!, 5, —|B,H,|. 
IA S, SER, LB, B, MB, Fir BL BA] (n — BE PLE r8 85,0, 3€ 
RS S 之 夹 角 , 则 有 
D aS,S cosb zn V AV Ui? È, (26) 
1987 年 , 苏 化 明 给 出 了 下 列 形式 的 N-P RER 的 高 维 推 


j~! 25] 


定理 11 R25. 25,09 » HEC ES A RI RUE 


(0223) , TEE I ZEE] a, Er im 1,2. d nat D HERUM 
NIA V .V' MUT 


inn T H 
Si e d 
2i b at — 2a? 
2-1 =] 
J 
2 
TARE H ae 
Sn ln t1 G'-cF»—4)| vp WVS; (27) 
| H ti 
gap nOn 1) 


H 
好 


n GV nt od) L| cvy: (28) 


EN 

di 

1989 4E . Bi, E D HET (270, (280 ,证 明了 , 当 8€ (0.1] 
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28 
28 


>r (VOS, 


2, 5r ! — nbi 


(29) 


(27) 一 (29) 式 中 等 号 当 且 仅 当 Das De 均 为 正则 单 形 时 取 
si. 

M 9=1 或 9= 广 时 , 文 [27] 中 也 给 出 了 不 等 式 (29) 的 证 明 . 

文 [28] 中 上 应 下 距 离 几 何 的 方法 研讨 了 N-P 不 等 式 在 维 欧 
氏 空 间 E" 的 推广 . 

1992 年 , 夫 景 癌 , 陈 奉 学 区 得 了 “个 联系 两 个 单 形 的 恒 等 
AU, 


定理 12 42/2). E 中 的 两 个 单 形 , 22 [ R oa 


之 顶点 A. GR BOB 25 «| 或 和 | 的 侧面 fs,( 或 /4) 的 有 向 距离 
H hs OR 8) WA 
dec d de ee 0 (30) 
zov» 


作为 (30) 的 应 用 ,该 文 给 出 了 含有 hi 有 i; 等 几何 量 的 一 些 不 等 式 
3 5 有 关 单 形 宽度 的 不 等 式 


TE n EKREN E" 中 ,- TUR AE EK 的 宽度 是 这 样 定义 
的 :对 于 每 个 单位 向 量 w, 将 大 的 一 对 与 x 垂直 的 支撑 超 平面 之 间 
的 距离 记 作 rCK 0. 
w(K)=Mint(K,u), 
将 ze( 天 ?叫做 天 的 宽度 . 
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Sallee 在 1974 年 提出 猜测 说 :内 接 于 款 的 所 有 单 形 中 ,正则 
单 形 具 有 最 大 宽度 , -随后 ,这 个 猜测 被 R. Alexander 所 证 
gU. 

1983 年 , 杨 路 , 张 景 中 在 文 L9] 中 证 明了 如 下 定理 ， 

定理 13 若 w(4,) 和 (4 分 别 记 = 维 单 形 的 宽度 和 体积 ， 
则 有 

wl A ECV CA 5. (31) 

其 中 
Ez [Ine- D] 

而 有 (31) 中 的 等 号 当 且 仅 当 A, 是 正则 单 形 时 取 到 , 

由 不 等 式 (31) 可 知 : “一切 维 数 相同 体积 相等 的 单 形 中 ,正则 
单 形 具 有 最 大 宽度 , ”这 是 比 Sallee 猜测 更 强 的 一 个 结果 . 

1989 年 ,在 文 [9j 的 基础 上 , 毛 其 吉 、 左 欠 如 给 出 了 下 列 命 
gi. 

定理 14 在 n 维 单 形 的 宽度 zo(A4,) 与 内 切 球 半径 FCAO ,外 
接 球 半径 R(A,) 之 间 有 


^ 
C= 


wA RR, )， (32) 
wCA ) sa, RGA). (33) 
其 中 
d 
[4 uL , 
ns n" (n1) 


SET ae 
l | Extr 
且 等 号 当 且 仅 当 A, 是 正则 单 形 时 可 以 取 到 . 
由 此 可 知 ;“ 外 切 寺 球 的 所 有 单 形 中 ,正则 单 形 具有 最 大 宽 
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HF. » 
$6 Oppenheim 不 等 式 的 高 维 推广 


没入 机 BG 5/AA;B,C, 8931 ai bocas Pisco E X. as， 
DET ^ 

aj — alt ai bi — bi HAS m cid. Was bc, 为 .三 角形 的 
39. 该 三 角形 记 为 俯 A;B3C. Oppenheim 28 H T AARC 的 不 变 
BEOIR A) GAAB (= 二 1,2) 的 不 变 其 (面积 .高 ) 的 不 等 
JN NM 

1975 年 ,R. Alexander Æ X BR [35 ] Za Hi T PST SUE 
基 加 ”的 概念 : 

zE M. B A = {Pi Pat PaA < 海 一 让 在 欧 氏 
A Hja Hilberi 空间 中 的 两 个 点 集 , 则 在 Hilbert 空间 (甚至 欧 氏 
衬 间 ) 中 必 存 在 一 个 点 集 {5S,,5S;,*…5,} ,使 得 

Se 5, [2 [P.-- ^, |--[Q, —Q.i 1. j m1, 2:975n. 

这 个 存在 性 是 I.J. Schocnberg 早 就 证 明了 的 . 我 们 将 任何 一 个 这 
样 的 点 集 吕 做 前 两 者 的 “度量 和 ”, 并 记 为 


* 
"74 uS (Si s y tt ia } 


in RH V.v' ,VV 表示 出 uy V UB UY ra 所 生成 的 (n 一 1) 维 
单 形 的 体积 ,Alexander 猜想 有 不 等 式 ; 
V"zzxV*-q-V't., 
局 路 . 张 景 中 已 经 楷 出 Alexander f RAE ECÓS, 同时 给 出 了 
正确 的 不 等 式 :ss 


Vy yte, (34) 


如 果 考 虑 .wv ,2 及 其 度量 和 o 二 多 HIERE RRA 
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R" ui fr 

定理 15 ROKR HR? (35) 
和 

定理 16 AUSIEAC-BRA'S. (36) 


* 
其 中 一 0 1 pe 或 h^, JR ou VUE m oy os 5 ERA 
单 形 中 ,经 过 对 应 顶点 的 高 线 长 度 ( 设 1 一 0.1,…,n. 这 时 各 单 形 
部 是 n "Ed. 

此 外 ,还 有 


定理 17 设 .wv,: 洛 和 .十 :为 表示 两 个 点 集 太 其 度 景 和 , 今 
R,,R', 和 和 R" 依次 表示 此 三 个 点 集 的 米 盖 平 答 , 则 总 有 
R'i RR', (37) 
其 它 的 有 关于 "度量 和 和 ”的 参考 文献 可 见 [37 - 39]. 


$7 SUE GOES AT ACRES 


ACE BURN DAEA. FU 8 (8. F8 EAE PR, nen 
等 几何 元 素 的 - 些 不 等 式 . 

1968 年 ,P. Bartoš {E ic [40 |i [1| 3E n AE OE B TUS fe D 

B2) RE 中 的 维 单 形 : nez ROB 20 iot 
DEI ER LAN IDE ES 

D,-dei(e;,2,.* E, 148 0 ttt anns 

则 把 a, — arcsin | D, | 定义 为 此 单 形 的 第 ;个 界面 所 对 应 的 “ 硕 点 
fg". 

1987 4,38 BUE AE SC 42 PUER T Am FE. 

定理 18 ”对 于 E" p n EAE DO 的 诸 顶 点 角 a, 有 不 等 式 
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at! 


2 sinas] 1+4] j (38) 


而 及 当 25. 是 正则 单 形 时 等 号 成 立 . 

有 关 不 等 式 (38) 的 加 强 或 推广 的 工作 可 参考 文献 [43 一 45] 及 
[17B]. 

1987 年 ,在 文 L46] 中 ,证 明了 如 下 定理 . 

定理 19 TAE 20. 的 任意 两 个 侧面 Af, 所 成 的 内 角 为 
SISAK 之 jj 入 nn 十 1), 则 对 于 任意 实数 nG-112, FD, 
成 立 不 等 式 


"nit 
2 2 " 2 NI (39) 
qn SET 
其 中 等 号 当 昌 仅 当 六 与 广 的 面积 成 比例 时 成 立 ， 
特别 取 zx; 二 1, 有 
2 cosp} a+). (40) 


有 关 单 形 二 面 角 的 其 他 不 等 式 的 文章 尚 可 参见 [471. 
1993 年 , 苏 化 明 在 文 [48] 中 证 明了 如 下 定理 . 


定理 20 设 和 2 为 EF(n 之 2) 中 的 单 形 , 它 的 顶点 角 为 a, 它 的 
任意 两 个 侧面 of, 所 成 的 内 二 面 角 为 8, 又 mi 为 正 数 (i,j 二 1， 
2 ,*,n 1.2555) 则 有 


nti ati 
之 | Hw sin'a, «a p] [22 msing, ]" 


一 
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< 二 | >m) E (4D 


其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 各 式 均 成 立 
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nm; cos " 


3 ; - n(cos8, cos, 十 cos a 
m, 


t=] 


Pjk-12.nclg.gk 两 两 不 等 . 

1992 年 , 文 [49] 中 给 出 了 单 形 的 内 角 平 分 面 面 积 的 几 个 不 等 
R. 

定理 21 RAEL ,中 两 个 侧面 f,,f, HRAN 3E A i 
13 T, ASi jnt), WE 


ai] 
1 
2, TED Py, (42) 
Espia l] = 
= 1 
Du. qup ec ee 2; NAZESO 
lei Pm. gn EREE 
lz Terin]. 
trs) Æ GE 
?十 1 
A. D 
23 TJ «EH y; (44) 
Izxrxgx owl] 
4-1 
B PERETE CCE? $ > n/d 
pus 2n : | Hv : (45) 


Hop (42), 032, (45) s 88535 HL(g 34 22, 为 正则 单 形 时 成 立 ， 
(44) rp Bo E soin v, 相等 时 成 立 . 

1989 年 , 文 [50] 中 给 出 几 个 与 重心 有 关 的 不 等 式 . 

定理 22 iG 是 单 形 204 的 重心 ,4.G 交 单 形 的 外 接 超 球面 
F A G=, T, ZUM (dd ze k R, = AK G, (1—0, l.- n2, WA 


O2, AA -2 us (46) 
i- n+l: Zo 

DLA "> 2 2 ME (47) 
9 2 有 n(ntl DJ oi grin 

OUAR = mi. (48) 
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S H fl Ë D 的 重心 c '3tTimbooxiaB.O,), 
TULETU IPEA RE RHEnAEVAT MC EJ: 


其 他 的 有 关 儿 何不 等 式 尚 可 参见 [51 一 56]]. 
88. 与 伪 对 称 集 相关 的 不 等 式 


H ters sagit xi 10i tbe CS Xp Bk JLA 4s 
ax obi 广 人 们 的 关注 与 兴 

1988 生 , 周 加 农 在 文 L57J 中 证 明了 如 下 定理 , 

定理 23 dgbOS—IPAPSe,PRMCSS R)CE'UN >n), 
a 477 d PPAG, j 1.2, N) AA FARER VI: 


WIPE o d (49) 


CoA € 7 9n—l) qa aix : 
等 号 上 成立 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 有 4 一 (0) 的 负 特 征 值 相等 . 
i- 述 不 等 式 (19) 在 文 [58j 中 被 推广 到 质点 系 的 情形 . 
定理 24 说 质 点 系 oOn)={P, On) i =1.2, e, N} ERR ER 
E S, CEN >n), S, .x 之 中 心 为 坐标 原点 ,a 二 ad (DLP) 
G,j—1,2, IND , 则 成 立 不 等 式 ， 


Ba Y sk 
partea uo eed A 


SET ， 


(50) 


等 她 成立 当 H.ix 455 e PER CUR Smas HI FE SUPE OE EL 
FHE. 
文 .59J 中 ,给 出 了 伪 对 称 集 的 一 个 充分 必要 条 件 . 
定理 25 WR ES-(P,.QDP,ee,PSQ CS RICE CN n). 
a, 7 dI, P. jo1.2,-- ND. Wf dg 
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zc cw n le = 
25 aldhape $0 T (51) 
x: 


pg. geo b. à 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 点 集 S 为 E"- 伪 对 称 集 . 

1992 年, 场 此 国 在 文 L60 1 中 .也 给 出 了 伪 对 称 集 的 - 些 充 分 
必要 条 件 . 

定理 26 ii 6-— CA m (ttt $ASICS, le (ON Tn) ;点 A, 与 A, 


li] 49 ER TL EE B KHAAA OZEN), DU o 是 坊 对 称 集 的 充分 
必要 条 件 是 下 面 帅 式 同时 成 立 ， 
e Nt 


N? . fno: 

| Pe 5p s 

apes i (52) 
Dad g, (n+l) d 

|.25 st f 


定理 27 设 a= AnA ASES, oN >n) H A, 与 A 


[2] ERIRED 1 ALA, — e, (Ouiz jNO WERE 


Errem EN 


+ 


人 -~ $ siní Sni 94 [9+1 T” 
| 
|l* 4* 343-M 
rz FERAM 
c iva M og . yd d 3. 
' | SU gin? Zisin Pisin aA : (33) 
T t ^N 2r 2r àr ' 


SESS I rH LELBUMS o dé Phor PR. 

联系 伪 对 你 集 的 问题 , 文 [61] 中 证 明了 如 下 定理 . 

定理 28 在 EE" 中 , 当 % 为 偶数 时 .xn 十 2 个 点 必 能 成 Er hx 
你 的 ; 当 n 为 奇数 时 ,n 十 2 个 点 不 可 能 成 为 E 伪 对 称 的 ， 

由 于 资料 不 足 .时 间 匆 促 , 本 文 所 述 白 有 不 全 失 爱 之 处 , 沁 志 
家 .学 者 批评 补正. 
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ES E ERST ME 


A 4 du 
扬州 大 学 师范 学 院 数学 与 计算 机 科学 系 (江苏 ,225002) 


场 政 - 张 景 中 不 等 式 ( 简 你" 祈 - 张 不 等 式 ”), 是 具有 极 广泛 应 
用 价值 的 一 类 与 质点 组 有 关 的 不 等 式 -1 

R O6-iAGD,i—0,1,, Ni t E" QUI NO RE ECL EB om, 
是 点 A, 所 赋 有 的 质量 . S 中 任意 上 《十 1 TRA A onn ,A, 所 支撑 
的 单 形 的 夫 维 体积 记 为 了 

Mi= zs 25 par D AU, Vi GE I4 9» 


TREE ULT 'A- my, 
ips 下 的 杨 - 张 不 等 式 : 


Sn GUT 
EP (193 j 


i MOTE (Ox Inm zm), 


(1) 
' , 3 = 
i 22 . ERI S M, M,., (1X Sn m, 可 止 可 
ffo. (2) 


AXUPSSGH BLU e3LEEERTHERHE Et RERIE AR -个 球面 时 成 
立 ， 
WR C 不 是 有 限 质点 组 而 是 其 个 具有 有 限 质量 的 区 域 , 设 质 
量 分 布 阔 数 为 m(x》 (ES), MP EX 
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M, = Elf momo em aao yg 
M )dzodz dza， 
M, = IL Cr)daz. 
不 等 式 (1)、(2) 仍 成 立 . 


下 面 举 例 说 明 杨 - 张 不 等 式 在 ” 维 单 形 方面 的 应 用 ,可 得 到 形 


形 色色 的 几何 不 等 式 . 


在 (1) 中 到 l—n,k—n—1,N--n,m,—AV;-0,V, 是 n 维 单 形 


Adye A, 中 顶点 A, 所 对 的 “侧面 ?的 (一 1) 维 体积 , 则 有 


n [2 23 iE jJ 2xp AV. 
在 (3) 中 取 4 一 ] (gU 
GJ D* (Gu | [v? 

nm DUE s 

yeu oe eH D ep Ne 
式 中 等 号 当 且 仅 当 单 形 为 正则 单 形 时 成 立 . 

运用 巴尔 托 斯 (Bartos) 有 关 单 形 的 体积 公式 


2(0—1) 
Vn 


V-l[G-Di V,V;-:--V, aV. uar VusinZ AO 183, 


而 将 
| .(n—- 01 ] V. 
EC I 
代入 (3) 式 右 端 可 得 有 关 单 形 项 点 角 二 48 的 不 等 式 ，; 
OU iT Ia) 2v: LN 


AFA 为 正 实数 
特别 地 ,在 (6) 式 中 取 4, —1,5—2,480- 
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sin A? 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


Zsinat rez]. (7) 

式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 单 形 为 正则 的 . 

(DREH RUE T- 1987 年 让 明 的 ,由 它 亦 可 得 (4)、(5) 式 . 由 
(5) 式 运用 数学 归纳 法 易 证 有 关 单 形 的 棱 长 p, 与 体积 VY 的 不 等 
x 

ai Ve | | IT a. (8) 
APE B LY HERE OA TE B] E pg vr. 

(8) RÆ 1970 Æ D. Veljan 提出 的 猜测 ,1974 年 让 Korch- 

maros 证 实 , 此 式 亦 可 由 单 形 的 外 接 球 半径 的 公式 


gt det| x Hz V», 


以 及 不 等 式 
Simm] 2m R, (9) 


式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 单 形 的 外 心 0 与 其 质心 G= 
3m. Ad 2m, 重合 . 303 BUR AEGRO 


dei| - zeh] | <z l lø, (10) 
式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 所 有 的 Pol Po, E35 jd j 1,2, t, 
2) 都 相等 . 从 而 可 以 得 到 较 (8)? 式 更 强 的 木 等 式 

Gi Vett [oy > ctf Da. (11) 
又 在 (1) 中 到 7 二 n 一 1,% 二 1, 则 有 


| 2 mme " >a D=] 24m) i | 5 xv) LI». 


0 
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Xt 8S EAE 92 AA 
" m (2R! 
sinA, (»n—1)1!' 


设 单 形 的 内 切 款 半 径 为 >, 侧 曾 S 上 的 高 线 长 为 六 ,将 关系 


D a Sena 
4r Sl f A (50x E 可 依次 得 


ï 
=< me | 二 2 
E " 2 
l n 
] 到 
Vallo r] ll (13) 


xpi HI SUE A E KJ EST A EI B, vr. 
若 存 不等式 (2) 中 取 n=2,N=3, BE AAA 的 三 条 边 长 
ac, 其 而 积 为 和, 则 对 于 任意 实数 A e Y AU 
OH ub! 4- Y! 2:16 (qe a 3-Y Y AN. (14) 
因此 ,得 Pedoe "RASA. 
a'C— at T bi eD GE -— bi -eD e Gi?Hq bí - 1) 
zE16/;. 

BERA Gnu), 一 0.1， sn Sri Na dun A, 所 对 侧 
面 ./, 与 六 所 夹 的 内 一 面 角 为 和 LO fF 为 {4,} 的 2 一 2 维 子 单 形 ， 
其 = 2 维 体 积 为 V;,. 在 不 等 式 (2) 中 取 
| mv) 22 7 x Vi mr m, V? 


tb 


再 取 "m, =x, V; ? ;将 公式 式 


ER 21279 
sing,, — "GC DV, 
代入 ,得 
Zas sinto < 之 P (15) 
ic n 
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设 单 形 {14,} 内 一 点 M 到 侧面 /, 的 距离 为 7,, 则 


Mv, r= aV. 
了 


在 (3) 式 中 取 s—1,A—r 1d 
vtm. (nV)" llev, 1) PD n. 
VERI T jun] 
mon -----, (Ox, j k&n sje 
1 i : 
RP. amA mm 1.21 SPI 
; EE. 5 LA; QA, ; . " 
M 20095 | COS CAM AD) 


以 及 (9) 式 代入 可 得 类 似 (7) 式 的 不 等 式 
| Dm [Attn "D ». (T) 
运用 Maclaurin PERA Cauchy 不 等 式 , 分 别 有 
| iem | SV. 


2TIvsXz[oc» ' 


atl! 1 n+] 
1 Vi 1 
vr D7 


KAY 
ni? (n t)/2 
V2 cs L 3 p 
M ror me mr OR M 为 单 形 的 内 心 ) 时 , 即 得 (12) 式 ， 
在 上 述 16 个 不 等 式 的 基础 上 ,还 可 以 导出 许多 不 等 式 . 杨 - 张 
不 等 式 先 由 声 路 , 张 景 中 提出 ,后 经 他 们 加 以 推广 中 ,其 全 部 椎 
导 过 程 被 D. S. Mitrinovi 译 成 英文 载 人 其 专著 ( 邢 何不 等 式 的 新 


ilt HE )(Recent advances in geometric incdualitics 1989). 


(16) 
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Oppenheim 不 等 式 推广 的 简章 证 明 - 


BR 计 于 振 


宁波 大 学 应 用 数学 条 (315211) 
中 国 科 学 院 武汉 数理 所 (430071) 


A. Oppenheim 曾 建 立 了 如 下 的 结果 中; 设 入 4,BiC, 的 边 长 ， 
面 站, 外接 图 半径 分 别 为 ais E TRAY .R, ,3í/—1 »2. Wij 以 


Val-iica E -HE VAT 
为 边 长 的 人 ABC 的 面积 入 与 外 接 回 半径 分 别 满足 
AZAA: (1) 
ftl 
R'xzRi-FRI. (2) 
1974 5E, Oppenheim" jp (10 E F^ SJ [| A Hz ji n 边 形 ;1981 
年 , 杨 路 与 张 景 中 0 LOL RE CO E78] s 维 空间 的 单 形 . 
本 文中 ,我 们 将 分 别 给 出 上 述 三 个 推广 的 简单 证 明 . 
1. 不 等 式 (1) 的 多 边 形 推广 
引 理 LS WEE B S n dE ALAS A, 的 面积 为 上 ,各 边 长 
AA=a AA az AA =a HREN Q, 405 ,*** a, C OT), 
H aitat 4-0, — 7 , Wü 
* 本 文 发 表 在 (数学 研究 与 评论 江 (1996), 收 稿 日 期 :1993 年 5 月 4 日 . 
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afctgal 十 cactgaz + -Faietga,ZzAF, (3) 
SES DU BAJO n AE AETA. H 


d, G2 _ E dn ii 
sind, sina, sina, 


R ABE. 
定理 174 设 äi 542» ** 3a, E) 和 站 yp 分 别 是 凸 n 
边 形 A Ar tAn 和 Bi Boe B. 的 边 长 和 面 H. pA 


a? NH. =i Vat TP —c.. Maigh Sen 
为 边 长 的 圆 内 接 n XUE CC. C. 的 面积 满足 不 等 式 
FSF +F, (4) 
ARE IN SETA BA A Are A, 和 B Bee B, ÆA A A A 1 n 
边 形 . 
证 明 将 不 等 式 (3) 分 别 用 十 而 半边 形 ALAS eA, 和 BUB 
B,, 得 
aictga +aictges "Taictga, 4F, 
f 
bictga, T-bictga; d- *-: -Piciga, ZA F,. 
SUE F É P385 P334 7 aH, 45 
cictga, 4- cictga; He -Fcletga Z-AC(CF, HF); (5) 
BT 


, €, » 
sina; — 3g ,£—1,2, n, 


HE RON n iJ CC, B5 5 SERIE GS DU CO f] TEX — AF. 
所 以 

FF, +F, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 AAA, 与 B Bee B, YAA n 
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2. 不 等 式 (1) 的 高 维 推广 

引 理 2  £ B.C f n EESEOE LV GV (OA SIL KR B.C 的 
体积 . 设 A BUDE E AA c Ans B 的 顶点 是 Bio Botes 
Bas /OO C GA | 
C, 所 成 的 n 一 1 维 单 撒 的 面积 ,8, 表 示 S. 3 5, 的 类 和 角 , 则 有 不 等 
式 


bsS,S cos Zen V (BV (O, (6) 
等 号 成 并 当日 仅 当 两 个 单 形 对 应 相似 ， 
定理 2*” in E A 与 B 的 楼 长 及 体积 分 别 为 a;,V(A) 


5i 5, V (B), i<j Knl. 则 以 
VY 二 的 二 ec (Quisjen-1) 
^ Kg n 维 单 形 Cyr 的 体积 V (CO) 满足 不 等 式 
VO Sa (7) 
SEG LIBUS SE A 与 B 对 应 相似 ， 
证 明 将 单 形 4 代替 引 理 2 中 的 是, 得 
2a? S,S cosl, a^ V CA V (CY E, (8) 
将 (8) 与 (6) 相 加 ,得 
nV CY FIVA) T+V ubi] 
x 2,C55,5,cos8, —n V (CY, (9) 
两 边 同 除 vo 3, 即 得 
VCAY*--V GD*szZV (CM, 
等 号 成 立 当 日 仪 当 AoC A, BAC, Hi AAB. 
3. 不 等 式 (2) 的 高 维 推 广 
5| 理 3 设 w 维 单 形 P 的 外 接 球 半径 及 楼 长 分 别 为 RR 和 Pa 
OSL), M uu 


加 二 入 十 下 十 ,1 一 1 
的 实数 入 (i 二 1,?,….n 十 1) 有 


R’ = Max 2 AA (10) 
iU "IJ ! 


EIE 设 三 个 n 维 单 形 A B,C 的 定义 同和 定理 2; 用 R, 
Ro R 分别 表 示 它 们 外 接 球 的 半径 , 则 有 


R&R HR. (11) 
证 明 将 (10) 分 别 用 于 单 形 4 f B. 
RI 2d, 
及 
RES DUAA bi, 
两 式 相 加 ,得 
RIRES 2M G5 HB) = 244 Q2) 
所 以 | 
R+ RES Max 2A] -R. 
证 毕 . 
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n 维 划 形 中 的 三 个 含 参数 的 几何 不 等 式 


Ko ā 
湖南 教育 学 院 数学 条 (长 沙 ,410012) 


本 文中 证 明了 = 维 单 形 中 三 个 含 参数 的 几何 不 等 式 ,并 利用 
它们 导出 了 = 维 单 形 中 一 系列 涉及 体积 和 特殊 线段 长 度 的 几何 不 
等 式 , 此 外 ,还 提出 了 4 个 新 的 猜想 . 


$1 记号 与 引 理 


H E" P n RJE ox — CA, AS Án 4) 的 顶点 集 为 {4，， 
As, ntt As dS LA A A Ann 12 n4 
顶点 集 的 一 1 维 单 形 六 称 为 c BIET CR XR EXER »—1 
维 超 平 面 也 记 为 7,), “侧面 ”的 4 一 1 维 体积 记 为 | 元 1. 从 E" 中 任 
意 一 点 P EPES foco EER, EEDE H, H, 
S Hai WRR {H Haste Hn O 为 顶点 集 的 n 维 单 形 .xp( 假 
B Hoe Ha PEDA PAF a AE EAE X BE o 
EP RF ov» HERAK. -ez 与 oy 的 二 维 体 积分 别 记 为 | 了 
(Co ) [LIV Cor p) |. 

定义 1 RPA PA: PA, EME PAPER n1 
向 其 ,zi ,本 ,有 分 别 是 PA1,PA,,…,PA, 上 的 单位 向 量 , 则 称 
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a—arcsin |dettei,2 setar?) | (l. 12 
H n i it PAPAS S PA. 构成 的 空间 角 . E vivir, 
e os nti ETIR Seseto fa ED E] EHTE s 
Uem, 048. stes PEES ETE SS H] fü 
a, 一 PEN E aË, o a a 
soe Lt BRE XW n ER o B pid A BETAS pos fa. 
3|38 1! n ERE v 的 体 m V 62r) p 侧面 ?体积 | 天 | 及 
Tisi fj a. 满足 


sina, = (s V C7) |y" zy (n—])! | 171] oua. 2. 5,195. 


(1.2) 
引 理 2 4 En - HEITA f a I n—1 MAES 


4d im 1,2, 1.2 cad, AU PAUE PUE EN 
I e. — sh 
HA. 3859 AY 43S P PAS FAE SERRE Y. 


ES Coso, | 
MEET ^ h(COSQ,- COS Qs COS.) 六 


th 1.2.0 n HI: CI. 4) 


T fis D. ^. PPS A dca 5. - 面 角 . 
LL3& SAES ANRE Jn Ib js . 全 


$,—z—2/.s, (jua.j—10.2-t 1), 
gia" E4 ogi P y pus = AnA 
A, iH IUE EoD e EE A A AeA DOP RP o Pg AE 


| uta T fi. Hdl. TI 4 Hr X Me "Y ques So 35 n X 
aso Mum in D.8EA 
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0, i— j; 
ufa ELA Teee as 《zy7 一 1 2，… nn 十 1 7 (1. 5) 
EA 
A 
HP p= ofA -2 的 内 一 而 角 ， 

引 理 2 和 3 首 计 在 L2] 中 出 现 , 发 胡 时 证 明 已 删 去 ,其 证 朋 匈 
[3 ]n& 4 -B p. 385 引 理 2. 

引 理 4 设 所 中 任意 一 点 P 关 于 n 维 单 形 _w 3E RE SUE 
p= {H S HH HANE P dé oil] Esp C or, 是 
正则 单 形 的 充 要 条 件 是 ov" 为 正则 单 形 ， 

证 明 必要 性 显然 . 下 证 充分 性 . 因为 -wz TEMA. 所 以 
-2 BS ep TERRA RE: 

IA Im flm £l. 
X Er m HE SEXE IU or 的 各 内 二 面 角 多 ,都 等 于 
arccos LG jui jm 12, n D. 

POT oO BPIELG SODA ERO A Ae) H, XE ox 的 
规范 重心 坐标 为 《人才 2 L) Mj 引 理 3 有 

0, =}; 
fr | As ix (1 $j— 15251,5410? (1. 6) 
如 果 也 是 .wr 的 重心 ,那么 


u-] "*] 
1 * aol g "A 1 
Zatti tL) 


"nct - 1 


-—J 


--upWÓ-la-»] 
nl n E 
由 此 可 解 出 
- ] BD 
À, 2119 =] ,2， 71), 
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WIPE BEO hO. Di H, ET o 的 规范 重心 坐标 为 
GL Lus 1,6 luus Ly, TRA UAR RCUR AI AP, 
IL G—1,2,-,n4 DEZEH | AP! : (PH. | 9n, ER a. 与 -em 成 
位 似 , 位 似 中 心 为 已 ,所 以 .vp LESE MU UE. 
Ag P oy » 的 外 心 , 即 
IPH, |PH;| == 11， 
义 因为 
[ll 
所 以 
r S l FINESEN E L[PH, df ie: 
T 
n 
mlrqsee:]. 
HI PE ov 的 重心 ,由 上 而 证 明知 这 时 GS 也 为 正则 单 形 . 证 
毕 . 
引 理 5 P EE H n YE A B Ban B AES 
一 点 , PB PB, s PB, PB n PR, 构成 的 空间 角 为 
0, G— 1,2, ,4 十 1), 则 对 任意 十 1 个 非 负 实数 an enn 


[天 再 | 2 Fay 


ni] 


| 之 天 01 有 下 列 不 等 式 成 立 ， 


EE jid 
i ' E m i ^ Fi saj F 
zl ] l,j sino, SEC PSTN 1 jj 13 
1 1* j=l ' 3 "og | t "1j ] f 
JF: J£: 
x 


: [之 Ke ua 


nl et 
HC. 6) 中 等 号 成 立 的 TERE enS e San H P RF 
HEA FOE S= AA An REE MI GE. 
证 明 ey dé PEG A pR, i :名 是 关于 .x 
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, 


的 手足 单 形 , 故 由 定义 1 知 吕 就 是 单 形 or 中 对 应 于 顶点 A 的 顶 
点 角 , 于 是 由 引 理 2, 得 


"-l 


| IPS sing | 23s] K (17) 
1 125.1 ' i E. D 
jx H Cauchy 不 等 式 .得 
J a-l l a Ux 1 RLI ntl 1 
224] I c sin, S| 之 | |a. “| Zl T Fe} sin?0.] 
= | ?一 1 : = |J= t= $ 
| a n, EFE Ed ul: 
bu: pa 2 Q. 8) 
; Leid 


itii; Maclaurin 不 等 


E 
A 
a 


"PE 


-| 
E er E S 
E ns Sb 
dr. 85, CI. DAA. DHO. OPER MG. Dd. DP 
等 号 邦 成 并 ;而 由 Cauchy 不 等 式 中 等 女 成 立 条 件 及 (1.9) 中 等 号 
RAR 
q.— r; =a. H sing, — sinf; =+ — sing,. 


由 (1. 4) ,使 得 


p. cosg, 


n4-1 T n(cosé, --cosq,4Ccosq., ) ii o 的 内 二 面 角 )， 
即 cosg, — ncosgucosqm, G sjok TA BELL Pj 1.241). 
于 是 由 [4 中 定理 2 知 v" 为 正则 单 形 . 
ELI Gf ay—aQ—cee—cuaH ox 3 EWI GE LU gie Eu 
222 


Xs D. 1 -La LA 
定理 和 得 cos 一， ,直接 计算 有 


sinh, = |det (rise queso ttn ee as oath 
Bac 
i ] 
n 
1 
= dei 
i i 
| 1 | 
| 03.2 
El x | per n+l) 


从 而 (1. 6) 中 等 号 成 立 ， 
$2 主 上 归结 论 


定理 1 EUCBÉERE COR P KRR .一 {41.4,， 
A; LIBI RODA EON (A Artes DP Ea MEM 
Y uA VH Due HS M X cr ERN IV Caro | 侧面 " 体 
FA | 7. | iA A, (G —1.2.*,2-E D BU XE (T 8E n 1 个 非 负 实数 


JDuo.ttt, | o uet) 下 列 不 等 式 成 立 ; 


-x aj 
Ur m 


FEN S S. 
ET n” "(nti " mal 2n ; (2. D 
(G[P Gee Sii 3 n: aa 
E 7 1 PaL] yu 1 


Im 


(2. 2) 
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DE œ opg gtl, zil gil oa 
MVE jeto. NI =A) fi al 
i r 1 i i= | 


(2.3) 
HG. DP AES pL ES EE AR pE rrer H P EF 
HEERE A 为 正则 单 彤 ,而 (2.2). (2.3) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 
fk ma, dana Roy. 为 正则 单 形 . 
说 明 RPA e PA. PA ,PP4. 构成 的 空间 角 为 如 
G=1. 2 een +l) PA, 上 的 单位 向 景 为 5. 《三 1,2,…,n 十 1), 则 
由 引 理 5.58. 


SA at? 


bI 
之 | ig x CEPI E 之 zj (2.4) 


而 由 规 范 重心 坐标 的 定义 及 单 形 体积 公式 , 知 


A LIV Ca) | -1 Idet (PA, s, PAi PA a PA, DI 


nal 
= [lira] Idet(z, 2, 1,8 o8, 2] 


将 上 式 代 入 (2.4) 即 得 (2. 1), 旦 由 引 型 5 At C2. 1) 中 等 号 成 立 的 充 
[p T p. A Tl H. I x F ue HE RU X iE Du) o 
X. 

设 ow 中 对 应 于 顶点 A 的 顶点 角 为 «G-—1,.2. 7224-10, WU] 


由 引 理 5, 有 

SN n] 1 n 

< 之 | l [z| sina < mÜ(nppe v? oz| p : (2.5) 
ii 9| $8 A 
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7 
jian AL Cab (1—1,2. ^u HI) (2. 6) 
(n - DI IRIA 
?一 ] 
J7!4 


FFO. 64A. 50 EE I BI C2. 20 BERI E 
[rp n, is w)| 


(& AC2. 20 B 48 C2, 0. 凡 由 引 理 5 25 2),C2. 3) rp A pr 9 3 
H R PPE ax e mn H A 为 正则 单 形 . 证 毕 . 
注 ; 在 (2.2) 中 令 xz, 二 1, 并 利用 平均 值 不 等 式 , 使 得 


| 


Jul 
(np) la Dn +1)” 711M2i» )) (1 pay n 


IV C |x 


n" ET 2$ — EET A 
P | | 
2,1760 D. Tq TET EET 
E nl (9c PEU (2:7) 


HEO. 7) 中 等 号 成 立 当 HAL% -2 为 正则 单 形 . 

上 述 结论 改进 了 [7 的 相应 结论 . 

定理 2 P 为 7i 维 单 此 一 人 内 任意 ^E sd 
XT ov EERI Y r= Hother Ha GT FRA 
AI: 

ata pp? em Wu 


n! 


IPEA] IV eun | 


E 


will 


=n — l EN E | bM k 
ET n" *(n--])* 1 zi ZaiPA 


PA, 
— [m i IAC-AIP (2. g) 


H.(. DHE RS ur BP) TELE PR EE ov. 为 正则 单 形 ,用 天 为 -er 
的 中 心 . 
证 明 在 (2.1) 中 令 芝 = PA 10 一 1 上 2, 十 1), 并 利用 
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ze (2.9) 
t 1 


a | 
3 
1 ~ 
AL 
和 14 


便 得 


at! 


n! m CEST E — PM PA, n © (2.10) 


HC2. 100p && S p, o B] TE SÉ AR PIPER A280 —1,2- n FM. 
IPA = PA e PAn RP RE Bj OE 为 
IE RIA HELRU P Ee AP Nov Ie EP EF e PERE 
RE. Jj wm OE ,而 由 引 理 4 知 这 等 价 于 ov HEMAKA P X 
o 的 中 心 . 

Ha MEA DA n A, PA. enm ALITUR f S] RUE 
HA V, s ti 

ALIVE =V, =+ PA F Go 1:2; 1. 


在 (2. DHH 


VG) u— 


rnV.o- iPH, FA , 


并 注意 到 
pum IV Ga) , 

使 得 

id : : 
Hl ji P a Siira AUR, e Epl V eod 
再 利用 (2. 7)、 

之 FS | H HE PA H ive yp, 

(2.11? 


Hits > a S E II T À — A = = Art: , EJ P 为 wx 
的 重心 , 故 由 定理 1 AIC. 11) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 已 关于 
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x. BüsE T HUE .略为 正则 单 形 月 了 为 :xY 的 重心 ,向 由 引 理 4 知 
这 等 价 于 .x 为 正则 单 形 是 了 为 :vr 的 中 心 . 
最 后 ,在 (2. DEFA 


„=V, =} PAIF] G=1,2, n+l), 
并 注意 到 
n.l "il 
Zr 24V. Vi), 
i | | 
便 得 
nd | | 
VN pirine n! 
22 | | iPH, |] = n"? i 4- 1)*7 st A], (2.123 
n 


Hit Sl zx, —0,— 2, SET AA m —ASV'U PX ox 
的 重心 , 故 由 定理 1 知 (2.12) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 .ez 为 正 
WEEE Po 的 中 心 . 

联合 (2, 10), (2. 112. (2. 12) 便 得 要 证 结论 . 证 毕 . 

在 (2.8) 中 若 取 卫 为 .x 的 重心 , 记 .sv 的 中 线 长 为 m,, 高 为 
,这 时 便 有 


|PAl= Ta | PH,|= 


RAG. ar ds 
推论 n 维 单 形 v 的 体积 IV CD | SBAK ms hs 2E 
有 如 下 关系 : 


Ex —RhG-—1.2.77,n4- 1). 


til LEM 


n! TU pens 2 21 [I^] 


al) 


oal 2m] «t E | Ivan, 


(2. 13) 


< Y 
SOS n| m 


H.OG. 13) 中 诸 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 -ez 为 正则 单 形 . 
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推论 2 4 维 单 形 .x IR IV Co | BEIC an PRK 四， 高 
h ,外 接 超 球 半径 尺 ,内 切 超 球 半径 7 及 旁 切 超 球 半径 x, 之 间 满 足 
FARER: 


nt] REJ 


1"? 
(OV Go 2 Óá T1) 92 D IL | 
n+l 
ed [ SI 
> > PEE mal [. 
xo Ci - £] idi 
id n| | ur 
On" (3-127 ni Nl 
| 
_ ep 1) ns A 
ML rs (2. 14) 
n= | 
gpU* I». 
* pp. 
(DIVE y) e ———— n] (n pem: 58) 2 CM 
cm 
-1 
一 n”? iT 
Scarpe Les] 
2"? ND j* 
C») (4109702. £4 mr 
| 之 TE 
Tal -GE y "EN y ceri M uL 
garor UT : P 
太一 一 一 T —R'; (2.15) 
Sn | Dorh | 
DIVE) |S ni i " UA WT AT (2. 16) 
S ET 
ELE 
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z (a 13^ . i 
(4) V4 can pt De SUE SM 
P», 
t 1 
uL dis (—] y s HP 1 zt : 
TW] eser | ; (2,17) 


Capo" SI ELS 


(5)iV Co^) | E — Rl 


"won (Ll e. crm 
并 且 上 述 各 不 等 式 中 等 号 成 立 的 人 充 要 条 件 部 是 o^ 为 正则 单 形 . 
证 明 在 (2.3) 中 令 z= 二 x 二 …= 二 x4; 二 1, 并 利用 平均 值 不 
等 式 便 知 (2. 14) 中 前 面 三 个 不 等 号 成 立 , 再 注意 到 


并 
em PES l.i, | 


(e 


A S can. 


n'iyz 
于 是 
n | ] 1 wel ni] 
v] u NOS 
m al Var) |] zz A 
E (2 一 ]) ` n—] 
Ez 24 m (2. 19) 
及 
1 n=] E 
2d 295 e sl 
hh 
NE S 
Sareo] e 
zc 
a3 (2. 20) 
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使 知 (2. 14}) 中 后 面 两 个 等 号 成 立 . 
在 (2. DPR r= r= n.o —bcEPSoEgo3tH 


注意 到 此 时 及 一 ;十 了 及 IF | 一 = 于 mm,， 再 利用 平均 值 不 等 式 ， 
便 知 (2.15) 中 前 三 个 不 等 号 成 立 ,然后 ,利用 中 线 攻 与 校长 的 关系 


zH 
中 十 ] 
b TER ir a 
5 n jee 
立 知 (2.15) 中 第 4 个 等 号 成 立 ， 


此 外 ,由 不 等 式 ”， 


对 一 1 


2; uL n4-1)*R* 


1g ernst] 


知 (2. 15) 中 最 后 . -个 不 等 号 成 立 . 
在 (2. 1) 中 取 已 为 .ez 的 重心 日 令 


z,|PA,|*1PH,|— : 
4 | | * IPH,| 7 epe. 
并 注意 到 

E oppi irr med. 

PA | PIF, | nil 
便 得 (2. 16). 


在 (2. Dd zi LP o 的 重心 ,由 (2.19), 有 


注意 到 此 时 有 


ger m 
a donis 
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Wr: AE 
3E 


Ut Qd sol aps 22s 0 
式 便 得 (2. 18). 

HO. 0C. 3» 3$ S X or 85 5 3E AR PER S4 易 知 、 
(2. 14)— (2. 180 P E45 n, v B EE IR UE BAS -sx Aie RUE. 

ik:l^ 《〈2.14) 是 L7] 中 关 十 单 形体 积 、 高 .内 切 超 球 半径 之 问 
不 等 式 的 一 个 改进 , (2. 15) 则 改进 了 作者 在 L8J 中 得 到 的 结论 ， 
(2.16)、(2.17),(2. 18) 则 是 新 的 不 等 式 . 

2" 将 (2.14) 一 (2.18) 中 的 任意 两 个 反 向 不 等 式 联 合 起 来 ， 
便 可 得 到 维 单 形 中 一 些 特殊 线段 长 嵌 间 的 不 等 式 . piii 
(2. 14) 及 (2.17? 可 得 


(2. 19) 


EET (2. 20) 


JF ELO. 190. (2. 20) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 都 是 . 2” NW E. 
因 恨 于 稍 幅 ,其 他 不 等 式 不 再 -—35). 
最 后 ,我 们 提出 下列 儿 个 狂想, 供 大 家 研究 . 
猜想 ”记号 同 定 埋 2. 则 有 


D Vew EN TED 
(2) Tas CENE: vmm ium (2.22) 
» fisse | tE E Tk (2. 23) 

(4) Hn EEE .sr 中 有 且 只 有 一 = 人 | 
VEIS e o AU (2. 24) 
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并 且 (2. 21) (2. 23) 中 等 号 成 立 的 充 要 茶 件 是 . 为 正则 单 形 ， 
《2.24) 中 等 导 成 立 的 充 要 条 件 足 .一 (4 Aa tt An A UY, 
一 (4 44 十 两 个 楼 长 为 1 的 2 一 1 HEIESU CE. BL ox, 
G.. MERE TEAR. 

TE[10]-B C6. 27) ERE T n=2 时 (2. 21 E 35. (2. 24) d& TE 
[12].L13] 中 提出 的 猜想 ,日 当 = 一 2 和 3 时 ,(2. 24)? 是 成 立 的 . 其 
他 情形 下 , 鞋 述 几 个 狂想 是 和 个 成 立 , 希 望 得 到 证 实 或 否定 . 
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与 伪 对 称 集 有 关 的 一 个 
几何 不 等 式 及 其 应 用 


杨 世 国 
安徽 教育 学 院 数学 系 ( 合 肥 ,230061》 


1.5] Ë 
近期 . 杨 路 与 张 景 中 教授 在 [1] 中 提出 了 擅 对 称 集 的 重要 概 
念 : 
EN 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 声 的 -E,po E E-E 
fex ogg LEE n ER, H. 
(i) 5 中 所 有 的 点 部 分 布 在 E" 中 的 某 一 球面 S" ! Ls 
(Qi) RRE S" ! 的 中 心口 恰 为 集 a 的 重心 ; 
Gi) gag 关于 O 〇 的 惯量 椭 球 是 一 个 球 . 
在 这 里 我 们 约定 : 当 o 是 伪 对 称 集 时 ,把 a 所 在 的 球面 $” :的 
HÒ O 与 半径 尺 分 别称 为 的 中 心 与 半径 ， 
有 上 了 了 伪 对 称 集 的 概念 ,[1] 中 建立 了 与 伪 对 称 有 关 的 一 个 几何 
不 等 式 , 随 后 ,[2].[3] 中 分 别 给 出 与 伪 对 称 集 有 关 的 另外 两 个 几 
何不 等 式 . 本 文 建立 了 与 伪 对 称 集 有 关 的 又 一 个 几何 不 等 式 ,并 应 
用 七 获得 五 " 中 超 曲 面 的 “个 几何 不 等 式 ,此 不 等 式 中 等 号 成 立 的 
RIFE E" 中 超 球 面 区 别 于 其 他 超 曲面 的 . -个 特征 . 
为 了 和 叙述 方便 起见 ,我们 引进 下 述 记 号 . 
对 于 点 集 o= {r,i 51,2, N)CE' Ita, — |n cH z 
与 z, 间 的 距离 ,a 是 b" 中 任 一 点 , 记 
234 


N 
P,(0,a)= ir 之 lz ar QD 


表示 6 中 所 有 点 到 点 a 方 之 平均 ; 
23 5 (2) 


m — ] Jiale yN 
表示 o 中 每 两 点 些 离 > 次 方 之 平均 '! S, 


M,C(a) — ———A 


no-ii[L$*«| | (3) 


表示 o 关于 它 的 每 -一 点 站 均 转 动 惯 基 平 方 之 平均 ,这 里 六 Mas 
0 关于 点 r, FEHR E. 

R F Æ E 中 紧 致 超 遇 面 ,/ 表示 天 的 面积 ,az 是 五 " 中 任 一 
点 , 记 


Pu) = 了 | e a Re (4) 
则 P, CE a) EREHE F FJS a 的 x 阶 距离 之 平均 . 
MF) = Z| f le- vrac - deCy) (5 
表示 起 曲面 Ff BS p rZ SEZOEMJU. 
10 一 于 | [E le- sido faso» (6) 


表示 超 曲 而 严 关于 它 的 每 点 平均 转动 惯 基 平方 之 平均 . 

上 述 积分 均 是 曲面 积分 . 

4 T buie S. SERAIS QU PRAE IRR -个 几何 不 
SX: 

定理 1 BAR oS {esi =l, 2 NICE" N >n), 
a,—|rn—z,| AKILJSN) a E E” HN AN 则 有 


Pito.a)Lm 


n? 
ap 7 一 SN MO]. (7) 
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千代 成立 当 且 仪 当 so 是 上 &"- 伪 对 称 集 量 4 Ro zb. 
对 E" 中 紧 致 超 曲 而 上 的 有 限 点 集 ,应 用 不 等 式 (7) 并 有 缀 极 
限 ,从 而 获得 关于 紧 致 超 曲面 的 下 述 一 个 重要 不 等 式 (8) . 且 此 不 
等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 是 起 球 别 区 别 十 其 他 起 曲面 的-- 个 特征 . 
定理 2 FEE a E E PIE :点 , 则 有 


PRESA b MOF, (8) 
TERIER 4 HAL F i rM 为 其 中 心 . 
2. 引 理 与 定理 的 证 明 


为 了 证 圳 定理 1 ,我 们 需 引 用 下 面 凡 个 引 理 . 

引 理 1 设 点 集 一 { 人 和 二 12 NICECN >n) H, 
两 点 距离 平方 之 和 为 Ni ,每 三 点 所 成 三 角形 面积 平方 之 和 为 N,, 
出 


Niz-PN. Nis (9) 


等 号 成 芯 当 且 仅 当 = XFER SORS EROS — ER CBD o 为 惯量 等 
轴 的 ). 

引 | 理 2 RAR o= {x 4-12, Ni CE a Æ E" hif 
Slncalm dine ND n] ASKEN), N 
有 


N 


de E. i > E (10) 


SEEN LIS HL a 是 之 重心 ， 
证 明 取 e 为 95 zE SI F ^R EC ft T 原点 , 设 Gra LV TE 
ZLPE a) 人 一] 2 出 


d; = 2zi (1251,24, N), 


1 
2 

bo äi, = 1 i 3 4 p 

Taxa N j ( rt —4.) 


Eec jN t= 
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= > — 2A * ru) 


Iz] gE 1=| 


Dr E, p 
E p23 20 
设 o 之 重心 为 g, 则 g| DD T5323 
N*|g— rs du +- xiu 
Sos UN aum 
Man 2, po 


lcge qu 
& ODIO, 得 
之 died ed 


EXE Br BIS o 之 重心 g 与 点 a 重合 , 
下 面 给 出 定理 1 的 证 明 


HRATT, A 
Sarni 24) Te 
A WD Bpod -4d4,---—d,. 
HOV ODAR, 


EX a NU ti ^ i 


li 


等 号 成 立 当 且 仅 当 点 集 o 中 的 所 有 点 分 布 在 以 a 为 球 心 的 
上 且 ae 为 c 之 重心 . 
由 引 理 1, 有 


ka 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


一 球面 
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P 4| > EON, p2 NAVI (15) 


Ab SW VCABQU a "WT - 球 . RUBRA XE 
ZR EA on, ean, an 为 顶点 的 三 角形 之 面积 , 
由 Heron 公式 ， 


4 
E Ns s P2 (2a? a5, +H 2a ai; --2a&ai— àj, — ak 


— ay) 


N ^ " 
-i| 24 y» pM. po asl. (16) 
1 1^4 20 Yo 7 ]zg:relg* Nt 


将 (16) 式 代入 (15) 式 ,得 
PE 


EST TG zo 22 33 E | —N po as] (17) 
Nisi ighE S TERT RENI M. 


由 (14)、(17) 两 式 , 得 
[i i 1a Zu EET iL Za) -和 


Eom 15 23 | 
上 式 即 为 我 们 所 要 证 明 的 不 等 式 (7) BO, (17) 中 等 号 成 立 的 
条 件 可 知 ,(7) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 :c 是 E- AAE H 
a 为 o 之 中 心 ,定理 1 证 毕 . 
感谢 杨 路 教授 对 本 文 的 审阅 和 指导 ! 


参考 文献 
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关于 高 维 单 形 的 Erdos-Mordell 型 不 等 式 


冷 岗 松 
湖南 教育 学 院 (长 沙 ,410012) 


关于 天 中 4 维 单 形 内 任 一 点 外 x 一 1 维 界面 的 距离 与 它 到 顶 
点 的 距离 的 各 种 Erdós-Mordell 型 不 等 式 的 研究 ,一 直 是 高 维 儿 
何不 等 式 人 研究 中 一 个 难度 较 大 且 信 受 重视 的 课题 [1 一 4]. 

本 文 运用 距离 几何 的 理 沦 和 方法 [5 一 8] 建 立 一 个 新 的 
Erdós-Mordell 型 不 等 式 , 为 此 ,还 解雇 了 陈 计 与 单 增 关 于 Gerber 
不 等 式 的 一 个 猜想 . 

l 主要 结论 

B r= (PP wwP n 维 欧 氏 空间 E" 中 的 2 维 单 形 Q 
的 顶点 集 ,顶点 P, 所 对 的 ”一 1 维 界面 为 已, 并 用 记号 EE Ca, 
Ua.) GR m 个 正 实 数 asar san 的 第 天 级 对 称 平均 数 . 

我 们 的 结果 可 简洁 地 表述 为 如 下 的 定理 . 

定理 GDPRAMEREDO 内 任 一 点 .PP 到 nw -1 um, 的 
距离 为 x,,P 与 顶点 P. 的 距离 为 R,, 则 

RCR e REA e ET, ru, (1) 

当 颖 为止 则 单 形 且 书 为 其 中 心 时 等 导 成 立 . 

2. 几 个 引 理 

Wt 6,79 n ERE 如 的 两 个 ”一 1 维 界面 FF, 和 下 ,所 成 的 二 面 
角 , 令 
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Bi - cosÓ,, 
A, = ! : re ssa THILUP 


一 Cos l 


W Q, —arcsin V detA ni Bl 2 WME P, ERNSTA fg. 
引 理 1 a ERE R WE P EOS BEI AH OP, 
所 对 应 的 2a--1 维 界面 忆 g n—1 EREL V. T) 


sing — — (VY! 2 (2 


V 一 Rri) 
i (n— 1)! | IM 
引 理 2 id 06,06,,-.0,. Té n ERE Q EF] BE LP emn emt 
xu-1 是 正 实 数 , 则 


nrpl is 
PES 1 ín 
È n às] sið <| pm p» | ; (3) 
T R EE D AEH qQ——e S rnp SES by, vr. 
证 明 4 
l --cosD, | "=l 
l 
A= l 
—cosh,, | "T 
Ti Q Tn-1 
pes ws 


| 0 X dal 


则 A S&iE CERE XEEIOB EH detA— 0((6 D.B EEEX MER. 
考虑 关于 4 的 方程 
det(A+24B)=0. (4) 
设 A,A Bs,j 二 192w 十 1 APERE 4 和 B 对 应 的 代数 侠 子 
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AX. X 
|A| 2detA,|B|—detB, 


将 (4) 展 开 , 得 


n+] 


nrl 
Bat] 222,8,] e| Hb Aja+lal=0 (5) 
因 14|=0, 在 (5) 中 约 去 一 个 零 根 后 ,得 


nli "n+l 
1512 十 | 2;a,B,] 7 | 220A.) =0. (6) 
《6) 可 简 记 为 
CA CSI 14 C,— 0. (7) 


出 于 4 止 半 定 且 BB 正定 ,因此 (7) 的 根 都 是 非 正 的 , 根据 算术 - 几 
何平 均值 不 等 式 , 得 


Ec (8) 
HESS i jBEPB;—0, A, —sin'8, ,通过 计算 , 易 得 
c= Île, 
9? 
"S | 
Ci | I ESI ， 
E 
C= Saina. 
代入 (8) 整 理 ,得 
il TP 1 | 211 ] ' 
E Rd - | Il E sin’p. (9) 


FE CO rp o z,, 便 得 所 证 不 等 式 (3). 


引 理 2 的 另 一 证 明 可 见 文 [11]. 
在 引 理 2 中 , 令 z= 二 x 二 … 二 zx,;1 二 1, 便 得 
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xi] 
npa] Ea ; 
[93 | nh ， 
这 是 文 [9] 的 卡 要 结果 ， 


引 理 3 iHn EAE QH n— l 维 侧面 Ff 的 n—1 维 体积 为 
V2 的 体积 为 WV , 则 对 任意 正 实数 r orz 


exa] 
v iila Ge DE aae T 
EE Gro) Tr Dee€— [od 
(102 
4 A HEME Ha Sartan MEE. 


XE PS ERE y= Go 0 ELE LE Jensen 不 等 式 ,有 
n! MU 2 
Spent SM 
LiT 
综合 上 式 与 引 理 2, 便 得 


a 


SEE 


S Lj PH I]? 
z| sin&z 


a cd jr 


; 002) 
n” 
再 将 引 理 1 代入 (11) 整 理 , 便 有 
ELS Ron... lL 
ail G—Dt za 1 MI [|i 
I2 " 1 jj | 
| p se =i] 二 f IŻ: 
Xt i n zzo 
, sel 
. gros (12) 
又 由 Marclaurin KEE ,i 得 
^| | S x) 
; l 
"ct EA 
之 | 于 -| SET im 


(13) 
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对 (12) 的 右边 用 (13) 便 得 所 证 不 等 式 (10). 
引 理 4 i n HARE OQ BTERUS V.O 内 任 -- 点 卫 到 侧面 下 
的 距离 为 x,, 则 


A 


ntl p. SA 
Xi H) 1P . v, ao 
1= 1' jr 


(n+l) T nF) 
当 吕 为 止 则 单 形 甩 己 为 其 中 心 时 等 号 成 立 ，. 


证 明 ZORRO d sor, ior Lv, sr 


一 】 e 
2 一 1 (n—1)21 | DRAA 
yol a 之 :| l) 过 一 一 一 一， (152 
IE e (atl) Bo 


又 注意 到 明显 的 几何 事实 


Žir V, nV, 

代入 (15) 整 理 便 得 引 直 4 TERERAA). 

引 理 4 是 陈 计 、 单 二 关于 Gerber 不 等 式 加 强 的 -个 狂想 :0. 

3. 定理 的 证 明 

过 单 形 Q 的 顶点 P, 作 一 个 以 PF 为 法 向 量 的 n—1 维 超 平面 
E. ET PP, PP, ,PP, 任 个 都 线性 无 关 , 利 用 这 些 起 于 面 
的 线性 方程 和 Cramer 法 则 , 易 证 EL, ES. EL XX n1 个 超 平 
ERREX, HIE 个 有 了 叭 一 的 公共 点 ,这样 ,这 十 1 个 超 平面 就 
ERT AAP 点 为 内 点 的 新 的 n 维 单 形 D. 

设 全 的 由 Ee’ E, 1 所 确定 的 顶点 为 P us 
E, 所 成 的 二 面 角 为 0, 顶点 P,' 对 应 的 顶点 角 为 0.'. 设 向 量 PFB， 
PP, Jc fü Jg a, MI EY 
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1 — cosh, 
sin^9', —det z 


| —cosÓ,, lem 
| 


1 cosa, 


] 
— det | : | .^ det (COS, ), uus 
| 


COSG,. 


835 1E PAR SE LP Po n P,a Pus PL) OR B5 5 
J£ 25, ER V, DU VB IEPES PP, SPPA PP, 
所 组 成 的 Gram 行列 式 的 平方 根 的 二 信 , 也 就 是 
V/ = Edet (PP, PP), 
Hop ORMAR. R 
=} l| PF; + dert (eos) = zi H r) sing. 
叉 注意 到 明显 的 几何 事实 
2-2 U 2249.25.55 
因此 单 形 介 的 体积 V 为 
注意 到 8' 为 单 形 EN 对 (16) 的 右边 UA 便 得 
Azul 1» TEM 


n? * n! 


I [T R} sine". (16) 


(17) 


综 EH anM 4, 便 有 
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" SR SIIR Q0 ous 


« pau s ue " i: | 
24| Il» idi SaD an C woldD | DR 


hi 一 个 不 等 式 是 用 Marcjaurin 不 等 式 . 
(180 n[ 23 A 


i | i SN. 
S Ie) | EM (19) 


(09) fi f E uER) 7 SEZC CD. 定理 证 完 ， 
感谢 杨 路 , 张 景 中 两 位 导师 的 普 心 指导 ! 


参考 文献 

[1]L. Gerber, The orthocentric Simplex as an Extreme simplex. Pacific J. 
Math. 56(19755,97 111. 

[2]V. L. Rabinovié and I. M. Jaglom O neravenstvah, rodstvennih ner- 
avenstvu Erdós-Mordella dlja treugoljnika, Uc, Zap. Moskov. Gos. 
Ped. Inst. 101(1971),t. 2, 123 128. 

[3]F. Abeles, Inequalitics for a Simplex and the Number e, J. Geom 15 
(1980),149— 152. 

[4]D. S. Mitrinovic. J. E. Peéaric and V. Volenec, Recent advances in ge- 
ometric inequalities, Klumer Academic Publishers, 1989. 495-499. 
[5j] 杨 路 、 张 景 中 ,关于 有限 点 集 的 -类 几何 不 等 式 ,数学 学 报 23,5(1980)， 

740- 749. 

Celtak SK St rp o BOR P PO TE MRCAL E" 89 fS E Rir, TE HL 26.2 
(1983),250— 256. 

IKRE a FR OG JF ERES ER S) m AE JU fap S PARAR Et 
11.2€1881D,1- 8. 


[8]F. Eriksson, The law of sines for tetrahedra and n-Simplices, Geom. 


246 


Ded. 7.71—80(1978). 

:9]48 £ HE 35 Fey iE RIOT TIR es fü ATERA BOE p] 8A, 61987), 668— 
670. i 

L10_ 陈 计 , 关 于 Gerber 不 等 式 的 加 强 , 涌 建 中 学 数学 ,5(1992),8 一 9, 

M ORRE, APEERE -个 猜想 ,系统 科学 与 数学 ,12(4)51992),371 一 
375. 


247 


E" 中 的 一 个 几何 恒等式 及 其 应 用 


yK PE T 
徐州 师范 学 院 ( 江 苏 ,222300) 


定理 1 ov. 为 n 维 欧 氏 空间 坟 中 的 单 形 , 其 维 体 积 为 
V ,顶点 A 所 对 的 =”--1 维 超 平 面 上 的 高 为 刀 . X PON ov 中 的 任 
一 点 , 且 PB,( 或 所 在 直线 , 旦 沪指 向 .vy (poi i-o 的 顶 
点 A 所 对 的 4 一 1 维 趋 半 面 (或 所 在 的 半 面 ), iL | PB | =r, 
(时 1S 十 1) ,着 由 点 By. Bote B, 1 所 支撑 的 单 形 2 h n PEDE 
WAV WA 


aPV'V- — 25 nn hah 0) 


证 明 由 Grassmann 代数 (或 Cayley-Menger 行列 式 ) 易 推 
得 过 间 一 点 二 长度 分 别 为 f, TTL 所 张 成 的 单 形 的 n 维 体积 V 
为 : 


v- si Hz] Va. NM 
其 中 
1 COSG, 
1 
Q= ' USES iH 5. 
| COSG, l | 
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iX B. @, 为 2 与 1 所 夹 的 角 . 

MEFE 党 分 为 mn 十 1 个子 块 VELIE Auo T A 的 
顶点 集 为 {Bi Bae Ba PB Baud PB, 5 PB, 的 来 
HA au I DER A, 与 A. 所 对 的 28 —1 维 超 平面 所 夹 的 内 -- 
BAA G. MAMER EA aSr KADERT TH 58, 


B3 n EIET V, fu] f 
"t1 1 ET CI P 
uus | r} V M, 
-] n! — j=) 
17: 
其 中 
|1 —cosÜ , 
i 
M,— (0S j k&znd-1, H jak. j bx D. 
—cosQ, 1 


Hi E E IE SZ xg FB ALIE SETTE sinA, = V M,. M iL HI B HEIE SEE 
pi 
s. E dis . lis, 
TO 


和 单 形 的 体积 公式 ”一 SA ,可 得 


n L| 


(1x xn4-1) (3) 


= 


I] n-I 

ES 
(nV )" ] d go 
"ESI AT NE 
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r 一 | 
^ 
PE 2 Gr, ri ttr Gn A th). 
ny VV v 1 ls n iar " 
证 毕 ， 
NE 
定理 2 l;-AGXa- D. A AASL RERE 
1, 则 有 
put : V. 


(4) 

n 
*4 FL BU .xx 的 顶点 A ETRE m5 1 (uscita DN 
Ti ER Jy ERIS SIEHT REY 

证 明 设 zd 的 neg 为 (A, + n g trt T M J F T A "T4 Im 
kil TRA, 44 所 文 撑 的 夫 维 单 形 的 体积 , 则 有 有 8 
Mi. [(i—421 rE EP ERE 
Mi^ [on E o kT * (nl * Mj) COE xn) 


(5) 
等 苇 成 立 的 多 要 条 件 足 ,.x~ B0 8 e MEER OU IR. 
其 中 


2 21 | 
M,— ét m,m, Meg VE "T (Ox.Áhxn) * 
foie E í is 


M,—mi mitem. 


(m, 270, ifm 1). 


SERR &—n—1.4/-2n.m,— 


y» - 
(SS 二 D EUR 
»l1] 
- lx EL : í 
ie Wh 和 之， 于 一 人 fid sr RI 可 得 
N 
T na 


T 4, 
1 


RA cu Hr n Ue f, Yet XV (6 
将 (1) 代 入 (6) 的 左 端 便 得 (4). 

让 毕 . 
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EDP. B. TE wv. 的 顶点 A. 所 对 的 n- 1 维 超 平 而 上 时 ,4 
二 1, 莫 此 时 为 文 i1j 所 提 的 猜想 
设 天 为 扬中 所 有 E REC Bp SJ n 89 S8 6. M or SA, 


(1-1), Ui f$ 
. VG) 
imag PED = m 


COD BEBE m COR ig Sh. 


定理 3 y-AOXPE D HAARR RISER 


IEEE 


y (n+1)! 
Kp y A g L, A (8) 
IT LE A “aw Io? ^" Lnn + } y! ] 


MIU A Aim m Aum pDALBL ov 的 密集 椭 球 为 球 时 等 
FRE. 

证 明 hPg —ÀA.H LA A R R Cauchy 不 等 式 和 
Maclaurin 不等式: 可 得 


ny Dre 
pers tT Ue s nel X "A. 
(123 
| 2, Pate P, | 
| Eure EE: DE FI " : 
À À tÀ, 
1 4 Mp ra rm l 
| 3 
| b | Ff ? | 
~ d 1 Uy Unna 910 | 
= 1 1 „+l 
| __: a 
EF B Do ex SA] 
1 n! " L 
(ntl) ‘i y 
mE : B 了 
A | puncta stad d Ll 2 h 


即 


S Labour DI 2 mENP. O) 
puerile MTS RE yet 


35 CO (AX C90 A x BD ap f C8). 

证 毕 ， 

在 (8) 中 , 当 , 轨 的 顶点 点 在 .ex 的 顶点 A. 所 对 的 2 一 1 维 超 
平面 上 时 , 便 是 L2j 中 所 提出 的 猜想， 

Em ow WINER ERA R eov W n 维 体积 为 Y, 且 内 切 球 
半径 为 x, 则 由 (8) 可 得 


127: 


nl 


R'"—- m — 3 AV. (10) 
n'ant ly 
P P EE SEN * V. (11) 


V mn tly 
当 且 仪 当 o 的 密集 棚 球 为 球 时 等 号 成 立 ， 
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XT Zonotopes 的 一 组 几何 不 等 式 


Fig. qe 
AERIS E E AHF A F & GER .224002) 


1. 引言 
欧 氏 空间 R^ 中 的 Zonotope 是 有 限 条 线段 的 Minkowski 和 ， 
记 作 
Z-—Ur )|br1474U ln€EN, 


5 Le] XR E Conv(0 x 1 ,集合 genZ — {rira tea, i Z 
的 生成 了 上 集 , 特 别 地 , 当 n= 二 d ,xz ,x2，,… ,ra RETE Z= ri] 
ri Legg Rp] queres. 

关于 Zonotope, E RE. f PAT REO S R , A 6 R Zono- 
tope 的 组 合 性 质 ,例如 文 [2j; 有 的 研究 Zonotope B JE htt pir , f 
如 文 [1], 本 文 讨论 Zonotope 的 度量 性 质 , 建 立 R^ 中 超 平 行 体 的 
一 类 几何 不 等 式 . 作为 其 应 用 ,首先 建立 Zonotope 的 体积 同 其 生 
成 子 长 度 之 间 的 一 个 几何 不 等 式 ,推广 了 文 [1 的 一 个 重要 结果 ， 
其 次 建立 超 平行 体 各 个 面 的 体积 之 闻 的 一 组 几何 不 等 式 . 

2. 主要 结果 

设 asGn nini 1,2, n 为 RR 中 的 mn 个 点 ,向 量 组 
zc, 的 秩 为 dd. 给 每 个 点 x, REAR m0, VE, RA 中 的 质 
MA p= ir Cmn) On Dira Gv) FER e P BC d) 
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mun emn, Kid PUR LN RICE uus m Le, Hle rn 
FL ] 的 k 维 体积 D, .…" 就 等 于 向 量 外 积 x An A 人文 ,的 
模 |zx Ar, An Azul 8 

S RE: EAEE T MUT em 


S Wy T nm, ps oda | — s 


Dad. dnd In rH Ri | m,x,) 


m zs 
Mi= PS . P, m wn De. ou sl RES d. 


定理 1 = Tu )asGn s.n 0n) ELE AE RE 
(M,|b —1,2,** } ,有 不 等 式 


(d —D1f 
] >k! (d—k)! | 


 (d-k+D Q+) 
ii (d —À)k 


其 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X X" 的 韭 零 特征 根 均 相 等 . 
证 明 EAR tH r emet ens BEER d Wi 


i 
| mrt Von, N maru c Y PM mna | 
Jd. y T *j ° € +., NA zi 
XT 三 = V P Pru PNE V m Ht " 
1 LE he 和 


IIDETIT 


(d^. Gk id» (D 


M 


B M 


M,-.,M,.,. Gk d). (2) 


HE Y m maxi o ce m.rci 
为 秩 为 d B'SEGE SER EA f ELUET d 个 非 零 的 特征 恨 , 并 且 
EJAHER] E A enr AS WIERE XX” W ROSS DRAT 
HÀ PG) ll 


PGisgcü)— | NES A Im, z, AA Vm, 


Em m, inm, an, Az At Ant 
=m, m m? aryang? 
TdE.XX! 的 特征 多 项 式 可 表示 为 
PID =A (0 -M;M eL MAT HS HEGCTIYIMO, 
Ai sda oA KYRA SRED EIER o, 可 表示 为 
OG, CÀ À AD =M, (Oo). 
由 Maclaurin $Z FB'^- ,得 


[£6 Ds, 2[4 Sis] Osa). 
进而 ,得 


Mi Hd DT ors 
Mi [R] TENUIS s 


由 Newton 定理 5 ,得 
psem Toje (d—k4-D1 
= Bi | | 


1 d ! á ] 
k+1)! (d—k—1)1! 
bs di Hani |. 
进而 ,得 
Ld REDUCED 
Mic (d bk M, ,M,.,. (2) 


由 Maclaurin 4g Hi, Newton 定理 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 知 ， 
OD 《2 两 式 中 等 号 成 立 当 昌 仅 当 XX" 的 非 零 特征 根 均 相等 ,证 
iE, 

特 9 Hh, 当 点 集 ixi LESE dd HT BC E I E I. 由 FAEWE! ' 
(1)、《2) 两 式 中 等 式 成 立 的 充 要 茶 件 是 2 惯量 等 轴 . 
容易 看 出 ,如 果 ?不 是 有 限 质 点 组 ,而 是 基 个 质量 区 域 , 设 质量 分 
Tr ER DON m Go € e. BI up X 

Mi = SE Gru )m Gr42 ma ED! Gert Mr dad, 
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通过 极限 过 程 可 以 证 明 , 定 理 1 中 的 MOSSAR 
积分 值 时 , 岗 个 不 等 式 仍 成 立 . 
3. 一 些 应 用 
| 利 册 定理 1, 我 们 不 难 获 得 Zonotope 的 体积 VC) SERT 


长 度 之 间 的 一 -个 不 等 式 ; 
定理 2 对 Zonotope Z— [ri ]-- Le ]8-* - Ln] 有 不 等 式 


nr) (i l > El (3) 
IEEE -| a JE ET 
证 明 我 们 在 质点 组 g= Gn Qu) xin enin n, )} 中 , 今 


=m, =] =d k =1 M] 


My 一 ziz 一 
Y . LY 
M-- 3 lal^Mm Èo D 
uU To MIS Lu 
由 定理 1 ,得 
Mi d] 
M, d jh 
2da] 
即 


2 "- Di ss oe 之 l x, | j id 


lr m rye SU 


体 ( 可 能 有 的 是 退化 的 ), 每 个 超 平行 体 都 是 
Visum Ur ]H- En, Hr, ] 


的 - UR ELE mS ExeuumnAmZ 的 体积 
V- 2 0 VQ 


- OM 
一 2 D, — 
I&n ys may 
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] 

n T" D py 
EM | d | | ien, P t"2 
; A: f n d 
SMEPIEELUE 


特别 地 , 令 > Das 上 ?一 df, 就 得 到 文 [1] 定 理 NPE 
FR a 的 证 明 要 用 到 凸 多 胞 形 组 合理 论 的 知识 . 
利用 定理 1, 我 们 还 可 以 讨论 起 平行 体 各 维 面 的 体积 之 间 的 
关系 
对 于 Rd EPE Z- Le] Le He n]. 
F,— LA | LP ix ie Jr Esg] re EME 
ISLC KLK) edd) 
为 Z IRABA k HERE AER V o -的 大 维 体积 记 为 吕 
Gio stu Z 的 其 余 任 - k ERIA FE 中 某 个 面 的 平移 .可 表 
不 为 
V o Lupe Aa HAr etn Fee FAT, (4) 
其 中 


Ue a = ia sui ttt arab NUT, 0, 4*** T D 


À —0 8 1 bid. HHE 中 任 -- 个 面 Yo uo GORGE 
所 有 二 维 平行 体 为 Z B5] Vous ss FITH & HET IR 2E 9.27 F 
个 ,因此 ,讨论 7 的 各 维 面 体积 之 问 的 关系 只 需 讨 论 其 过 原点 的 
所 有 各 维 面 之 间 的 关系 ,我 们 有 下 而 的 定理 . 

定理 3 对 于 R* 中 4 维 超 平行 体 Z= [rj] 二 [xs] 十 … 
Hira aD ,有 不 等 式 


nne - 2d 


上 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 XX; 尾 一 个 对 角 元 都 相等 的 对 角 
BE, 


E pudo i 
NEM E < l E: H 
IU E aus emt d t 1 ! 
X 
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证 明 H 
m,—IXY(1,2.--.G- 19, G+ eed), 


对 质点 组 
g= {a | Gn ) sTM) amet (ay na) j + 
应 用 定理 1, 今 (=d,k= 二 4d 一 1, 则 


d 


Mi = Ymm: pn Maat MaD? Cl,2,.", G 1), 
(2-1), d 
-4 E Danai 
M, = mn M 33" 
-w.y oo [boo Giai). 
由 定理 1 ,得 mE 


ed 
Er ques, 


My CC GI 1" 


dl. 


代入 并 整理 ,得 


QE "C DG disent ias. (6) 
一 般 地 ,对 Zonotope VG, TE — Lr, disp poa des nz MP 


kx d PERI COOZX n[ 48 
(Dliia "7p) ))»* I «ll pe kd. (7) 


I DGieci» ! 


d £L 
< db TDR arora 
t ap ar etu di J 


= an Ii DO Pru P 
MERER 
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+| 


dr i Piir NES m "m "s ls "n à TA 
IOS OE NOUIS EX. P " 导 到 | 
(ll pe ife H Painio) t. 


(5) 
5 COMES O8 ELGUM COGN SES EE. 由 定理 1,(7) 式 等 
S RULES TEE AR PERPE XX" BTE SIJESE. Rt X 为 定理 1 
证 明 中 的 ddXd 方 阵 . 而 由 线性 代数 知识 易 得 ,XX7 的 特征 根 相 等 


ESSE EIC E ror Tt MAEA E mao " mar, 的 长 
度 都 相等 ,从 而 (5) 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 XX" 是 BOLSA 
等 的 对 角 阵 . 证 毕 ， 

对 于 R’ 中 4 维 单 形 S=conV Gros snm nod s WAN E to 
在 原点 O.S 的 过 点 的 一 个 闷 维 面 
fi m conv Or, na stt n) Ec cmd, 


H k 维 体积 
V, Qe =E Dli), 


因此 ,(5) 式 也 给 出 了 单 形 过 某 个 顶点 的 各 维 面 的 体积 之 间 的 - -个 
不 等 式 , 即 有 下 列 不 等 式 . 

推论 1 S —conv (rs ri g int ra) 为 R" 中 的 单 形 ORTER | 152 
dm dA xs 的 面 /的 大 维 体积 . 则 


=l- 
<| M AE Viga OI 4 


fign ntc yd 


式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 S 为 直角 单 形 ( 即 S 过 质点 心 的 所 有 
Te fk JU IE 2E». 
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特别 地 , 令 1=d 一 1,=d, 即 得 8 的 体积 V 和 过 顶点 x 的 侧 
面 Jf. fao Do-D-x 的 d— 1 维 体积 V, 之 间 的 关系 式 


d 
LU LIl DIF , 
d—l. MEL S 
V T [417 1 | v. 


X V— Lv h i fo 上 的 高 线 长 ,从 而 又 可 得 下 列 不 等 式 : 


推论 2 S = conNnyv frostis t a Tra) 为 R' "B 8E A, 为 侧 面 
f,G-—1:2,.d2) E89] RE , bli] 


V2d- Is. 
式 中 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 $ 为 直角 单 形 ， 


另外 ,由 (5) 式 易 得 


v«Go« D past. 
将 此 式 应 用 到 Zonotope 的 体积 公式 ,又 可 得 下 面 的 不 等 式 : 
推论 3 对 Zonotope Z=[zi] 十 [zs] 士 … 十 Lz], 有 


n 
papel Zz}. 


证 明 V2)= O Direi) 


on < gue ox 
qt t Ad 


ENEA ENCEN 


da a Ea 
A 
| 2 EF 
xl n 
MW 
id 
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关于 能 伪 对 称 集 的 两 个 几何 不 等 式 


林 X 
扬州 大 学 师范 学 院 数 学 与 计算 机 科学 系 (江苏 :225002) 


Tg . 张 景 中 教授 在 文 L1] 中 给 出 了 E paR 
{Ni} 满足 不 等 式 


N! Gn—i)] ¿17 + E P n 
M npo pont NOUS QSIM); 


k b —k : 
Ni>| e | s zE N, Nal J KSM INIo =N h 


其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 给 定点 集 呈 惯 基 等 轴 分 布 . 其 后 , 文 [2j 中 
又 引进 了 一 种 比 “ 惯 量 等 轴 ” 对 称 性 史 强 的 * 伪 对 称 集 ” 的 概念 ,并 
建立 了 各 点 间 路 离 的 四 次 玫 平 均 与 二 次 输 平 均 间 的 -不 等 式 . 本 
文 在 特殊 杀 件 下 加 强 了 相应 结果 . 

首 光 ,参照 文 [2] 中 伪 对 称 集 的 概念 ,我 们 定义 弱 伪 对 称 集 的 
m. 
定义 oCE' 是 pr VR EVE 
Gc ff 5 5 dk E" 中 某 球面 STOR) Ls 
GS" "MR) 的 中 心 但 怡 为 o 的 重心 ， 

则 称 o 是 弱 伪 对 称 集 . 

以 下 我 们 记 o= {P,Pyyo Py} ,T= 1,2, N} J= {1,2， 

表示 E" 中 点 (不 至 混淆 时 亦 表 示 E 中 起 点 在 
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ir 


^h 


原点 : BS ARA [8] ROO 24. | P, RJ APRA AEE: SEI rp Bir dy 不 同 
两 点 间距 离 的 平方 和 用 N 表示 ,以 o 中 硕 点 为 项 点 的 所 有 三 角 
形 面 积 的 平方 和 用 N, KIR. 
定理 1 对 弱 伪 对 称 集 
o= {Pis Pa COS OIR), 
id S A e TER ARTISTS S IRI EE SU RA A, DUI 
N* ONU | aN? N(N— 
(9g ma ED" x zh 
WEB] 不 妨 设 S"” "CR) 的 中 心 C 为 坐标 原点 , 记 二 PICP， 
=f, j€ IL. SE oC S" C GD,XV EISE 


3 T. 
Das= 29 [(*,- Py} 
了 和 了 IT 
P*' ne 


i. MI . : 
= Z LR'+ CP, - PO!- 2RP, * P] 
PII 


| 
Jaw- DR+] X oe.  P!—-2RIP, » | 2) P, 


ne 


(1) 


注意 到 5o 弱 伪 对 称 , 有 
Day=4(N+DR'+4 2,C. D! GERD. 


T = 
对 i 求 和 ,得 
S =2N (N+ DR 2R" 2 cos'6, 
oN?R!+2R Ceos TH (2) 
由 于 o 外 心 与 重心 AEDI, Z 
N = NR’. (3) 
将 (3) 代 入 (2) 并 化 简 , 得 


idt Men, . (4) 
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Fi e 38 DA XT TR H Ri 2jcos0,— 2j Ricosb， 
— Mr, E] F; 


;€1 
pep 
JE 
一 0 GEI). 
从 而 
256080, 220: € 1X. (5) 
JET 
Bp 
22d vI Ql 
1€ 了 
Er 
由 此 可 见 


N 
A x 
2.1co!,, — 25 A cos',--N 
JEI r=] j€lI 
$: 


22, bn 2, cosð,)] Jen 
-Y-D | (6 
其 中 等 号 当 和 匡 仅 当 诸 cos8, 相 等 时 成 立 . 
另 -方面 ,考虑 和 抱 阵 书 = (P,， 了 ,) 及 其 特征 多 项 式 PA) 
二 det(P 一 AE). 设 P(N0) 的 根 为 入 ,…,Aw, 由 于 
R KR*cosQ,, 
R? 


R'cosÓ,, R* 
由 根 与 系数 的 关系 ,有 
IC > (1—cos!0,) — 2 Ài; 
lr] 区 


LEIN 
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Bp 
R B (1 一 cos'0,) 一 上 L| 3a] 一 2x. (0 
因 CE, P IRE EX ns 从 而 (4) 的 非 冷 根 至 多 有 + 个. 另 一 
方面 ,PP 实 对 称 , 其 特征 值 必 是 实数 , 故 
Dat Ba -laey-loaney. 
& pi C72 ,得 
2n DER 


ISEE E 2n 2 
即 
2 cosd soo. 
E, n 
综合 上 式 与 (6) 式 ,得 
max yH „t | «5n 2a cof. (8) 


Y£ GA CAS BEAD CO CR 7. 


定理 ip <A 是 文 [2] 中 定理 le 的 反 向 不 等 式 ,而 
aN? SSR) 


2(n+1) 2 
fr NSn 时 加 强 了 文 [2] 定 理 la 的 结果 . 
定理 2 对 弱 擅 对 称 集 
gc {PuPu CS ERO. 


2s MC 
^g min 


有 不 等 式 
NI: 一 n 
证 明 由 三 角形 面积 公式 ,得 


MSS 3.2 Cs 4 2 
IN, = 25 Vana T Zanas + Zaia; —a, 4A ab) 
ELE LEE LI. 
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' V dq0o 
| 22 as-qo-2 X3 a. (0 
JE asd ! ITIN 
X 
[NO 2 : -1 

dd, Sa +2 24 ahaa GEL. 

ig. SI DW 

jr 】 MX: 


Xp oom. 
x P | -Yat D|, Me]. av 


icr ET 


H Fo BER P tP = oag S" "GRO RPH Ò Se b fa 
点 ), 进 而 Y ELi 
y 一 PP 21 QR'--2P, * P) 
jy? gx) 
Pr 


—2(N—DR*—2p,« 
Tae) 
=2 (N DR 2P = 2NR, 


因此 ， 
NM P z] a HE 
24| ers] —AN'"R*, (12) 
RAGDE, H 
22i. P Em —AN*R* -28. (13) 
将 该 式 与 (4) 式 一 起 代入 (10) ,得 
JN? 
N,— av|1-5 2 cos “8 j 
再 利用 (8) 即 知 结论 成 立 . 
文 [1] 曾 证 明 E" H N 点 集 满足 
NV. BaN 


和 ”一 全 


定理 2 表明 N Zn 时 对 弱 伪 对 称 焦 有 改进 的 下 界 ， 
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Pedoe 不 等 式 在 常 曲率 空间 中 的 推广 


A ed 
扬州 大 学 师范 学 院 数 学 与 计算 机 科学 条 (江苏 ,225002) 


自 1942 年 以 来 ,人 们 给 Pedoe 不 等 式 以 许 许多 多 的 证 法 和 形 
形式 式 的 推广 :4 ,本 文 在 文 [2] 的 基础 上 给 出 一 种 更 强 的 推广 ,并 
且 其 证 法 十 分 简捷 . 

UM MES Rb rp n HERE p= PoP ,PP 的 顶点 P, 5 
P, 间 的 距离 为 p,, 行 列 式 

DCP) —dcet(g,,) (2) 
中 元 素 g,, 的 代数 余子 式 记 为 DCP). 对 应 于 欧 氏 空间 、 球 面 空间 
或 双 册 空间 ,行列 式 (1) 中 的 元 素 有 分 别 为 二 (ou 十 Po 一 0)、 
cos V K p, ich v 一 不 p. 将 (1) 中 去 掉 第 1、j 行 和 第 i、ji 列 所 得 行 
列 式 记 作 D WRIA FIA H. 

定理 1 对 于 常 曲率 空间 中 的 詹 个 单 形 >)。 > ,。, 有 
[D.C D, GOD, (QD, WE- DO) Q) 
CD, (P) D, (Q0 ]* 

2[DUoD(Q»]i. (2) 

式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 单 形 2， 的 两 顶点 P, 与 P, 所 对 的 
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,一 1 维 侧面 所 与 /所 成 的 内 一 面 角 06,00 5 3E 20 s 相应 的 内 


(3) 


(4) 


二 面 角 8.,(Q) 相 等 . 
证 明 ”由 余弦 定理 中 
cosĝ, D, 
sĝ, = ———— 
JOD. 
(对 于 非 欧 空间 此 式 有 时 相差 一 个 负 号 ,但 不 影响 最 后 结果 ) 和 恒 
AW 
D,D,—Di—D,jD 
RRIS 
oe A DaD 
sing, = — n, 
V D, * D, 


X BUE >)。 和 >)。 HAZEA o POM QO ,运用 不 等 式 


cosh, (P cosh, (Q) - sinG,, CP sint, Q0 x1 
得 


D,CP)D, OHN D, CP)DGOD;,,0Q0 DCQO 


SNV DAMD, MD: OD, Q) 
ATE BRA CO XC. 
特别 地 ,对 于 维 欧 氏 空 间 E" 3x H 8 
D. res] 


D-—det(g,)— — 


门 ,一 [2 一 1)1 V;F, 
D, 7 [GQ—2)1 V, Gh n=2 B, V,— 1. 


这 里 的 Y Æ n 维 单 形 的 体积 ,V, EA P. 所 对 侧面 /; S m — 1 维 
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体积 ,Vi 是 侧面 f. 55 f£, ig ac SEO n—2 维 体积 . 将 它们 代入 (2) 式 
可 得 下 述 定 理 2. 


定理 2 YTE 中 的 两 个 单 形 > 25 
V, CP)V,QD2V,(ODV (Qo [1—c0s0,, (P2cos6,,(Q) ] 
i V, PV, CQ) 


t n e 
3 E VGO»V (Q). (5) 


式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
6,CP) —0,0Q0 GE DD. 
推论 1 XP TOCPEIEIERETHEE 20,2248 


24 LD, CP) DC) D. (QD, (Q2) TE  D,G) D, Q) 
orap [Pra DaO 


> ATDP. (6) 
式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 对 于 所 有 的 29,9] 8,(QQ9). 
推论 2 FE 中 的 两 个 单 形 2 >) 有 


V POV, CPV, COV, (CQ) 
liccc A CP cosh, (Q) ] 


T n 


s r VPV (Q). (0) 


式 中 等 导 成 立 的 充 要 条 件 是 > 相似 于 Xa BETUR P, 相似 对 
EF Q. 
在 (7) 式 中 取 
2ab ’? 
便 得 到 加 强 了 的 Neuberg-Pedoe 不 等 式 ， 
a (P "Ec! — a! Eb? (Ea? — 9) te (a H- p — e?) 


27:2, cosh = 
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-二 [Cpc 一 cc 的? 十 (ca a! H- G'6— a 


和 参考 文献 
*11f9 98 .3K X P Neuberg-Pedoe 椒 等 式 的 襄 维 推 1 及 应 用 ,数学 学 根 ， 
21: 3€19812401 108. 
[2 5f 9E EL rn da REP i "8 HR] RARS. PERRERA R1: 4 
(1980)51- 14. 
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一 个 代数 不 等 式 与 一 组 
涉及 两 个 几何 体 的 不 等 式 


HRA 马 统一 


双阳 师范 专科 学 校 数 学 条 ( 湖 南 ,414000) 
甘肃 煤炭 工业 技校 (730919) 


本 文 骨 在 从 -一 个 代数 不 等 式 出 发 ,导出 - -组 涉及 两 个 几何 体 
的 不 等 式 . 
命题 对 任意 实数 K ,a,8 (1,2, nn), 


Sm 21a is DPJ taB K) S SS K aH: 
1 " ' ra | 
如 果 K, Sas Sg HRF, WA 
neo pozo e, K)- S: (B, K) | (1) 
, 9 pi 2 S: * * S; E] , LI 


FAR HY 
E E 


a 0, a 


证 明 iX K>0, A 
A S * 
ICE SERT NN 
ü «2g 


-is5,-K[ s D+ gg. 
因此 ,不 等 式 (1 成 立 当 旦 仅 当 不 等 起 
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d Žu e 2) g2222B. (2) 
"en Pi 1 =I 


成 立 , T 3E ASA SERA Hy ry A 
Sy 2 Sa 2 "ES m 
s tts oa. (11.2; o). 
灶 7 从 1 至 nz 求 和 即 得 不 等 式 (2), 内 而 不 等 式 (1) 成 立 . 等 式 成 立 


当 且 仅 当 对 所 有 的 iiia), 有 


JEDE 
a EPE 


“HRS 


证 毕 ， 
Trj. n—3.K-—1.M 5 5,770,950 时 ,有 
Bi Cas Ha) - Bs Cos TF a) 3- B. Co Ha) 


E $ 
PR amtaa taad HERREURE) 8 
等 式 成 立 当 是 仅 当 
& & à 


€ G0; ad” 
在 不 等 式 (3) 中 ,适当 地 对 a, 9,6 — 1.2, 3» BEC BT RT BLUE 
REH, 
定理 1 设 和 人 4 4:4， 与 AB,B,B; 的 二 边 长 分 别 为 Gd». 
5 b, T TT 面积 分 别 为 A, 与 A SE Ài DTP EE y Ho n H3 满足 条 件 
S, pde CA EEEREN A 


D — Rp" 
S: =A a so N — Gu pta te tts o tts ) 770. 


T= fa (À; +À) + CA HÀ) 十 上 (A +A) + 
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yA | po A +À) Mu Cay Aids 
2-4 A, 2:2 pee CA A ÁO) HP pa CEA FA)» 


别 有 不 等 式 
bil rat d ya’ O artei rai yait rai) PA AE 
bibi b attat a; 4; 
>>163,5:| 2 yatta + Foa: id 
等 式 成 芯 当 且 仅 当 


ait haz t Aai) : Cen bt o tabo pb) 

= (Aia? Aai t Aga) * Cp bi pdb! 1) 

= Chai 二 hat Aii) : Ce bi - ubt ti). 

不 等 式 (4) 是 彭 家 贵 教授 于 1983 年 所 建立 的 - -个 不 等 式 口 的 
加 权 推 广 ,并 且 加 强 了 祈 上 克昌 先后 于 1985 年 所 建立 的 -个 不 等 
AU. 

TET SESCCD m Uf n —4.3EXT K a. 8, (1.2.3, 4) i 24 HER 
值 , 可 得 如 个 涉及 两 个 四 边 形 的 几 个 不 等 式 ， 

定理 2 设 两 个 四 边 形 AAAA, 与 B BBB 的 四 边 长 分 别 
^a t2, sd; 与 bi sb shib 面积 分 别 为 E o Ea WE 


Èv Da -20 | xs => |fe, 


We. 2 Ta t 
|a! y» 


+ l 
viu a 
|20 — 22 
>8|+ FHF; (8) 
ar M J 
T] 1 一] 
N 4 
MT ^ 
b ai 
vel : 2 12 "TRE. P -— ~ mE: ~y 
zi Du sca pe i Ei +t ——FL (6) 
j- 271 : Ya? Sip 
L 


+ 1 
pa 4/35 
1 4 
| 22 Sja, 
SBH V3) |F tF e) 
a, 5 
e < 
如 果 两 个 四 边 形 均 为 圆 外 切 四 边 形 (不 - - 定 有 外 接 图), 则 有 
Y b ya: 
Yu Xa 一 ?2] z4 | HF (8) 
: Xa ? »u 


其 中 ,5? 趟 中 等 式 成 立 当 日 仅 当 AAAA, 5 BBB B, 为 相似 
f 8 3E UH GALE C60 , CO Bier COSA Hoo A AA 与 
B,B,B,B, V] EHH: GO SPEC ED AA ALAVA. 与 
B BBB. 为 相似 的 双 心 凤 边 形 ( 既 有 内 切 圆 又 有 外 接 圆 的 四 边 
E). 

不 等 式 (5) 加 强 了 陈 计 先 生 与 马 援 博 十 所 建立 的 - :个 不 等 
AC 5 而 不 等 式 (6)、(7).(8) 则 加 强 了 陈 计 先 生 与 土 振 先 生计 
1992 年 所 建立 的 几 个 不 等 式 口 . 

定理 3 设 两 个 四 面体 AAAA, 与 BLB,B,B, 的 六 条 校长 分 
别 为 1:02 8*7 ote 与 bisd “t "V ER A Vi 5 Va. 3t 实数 e. 
Bid 


Stas 2u« SD = 20, 


则 当 a, PE (0,2] 时 ， 对 任意 Y€ (0, 3], 有 
sa| 204 Yo] 


23(-— Z2 = 


(72V?) 十 T 


B 


等 式 成 立 当 且 私 当 两 个 四 面体 均 为 正四 面体 . 

BBE ” 先 设 法 证 明 如 下 不 等 式 

[3] - Y 2ja*6(— rmv, 5. ao 
FARAH AAAA 为 正四 面体 . BET SERXCCO TR LCS 
=6, K=% a, =at, B5 G—1,2, ,6), 即 可 得 不 等 式 (9). 

不 等 式 (9) 加 强 了 杨 世 国 先生 士 1989 年 建立 的 一 个 不 等 式 后 - 
以 及 唐 立 华 先 生 与 冷 岗 松 先生 不 和 久 前 建立 的 另 -个 不 等 式 * 1. 

定理 4 设 两 个 四 面体 414,4;4, 与 BB,848, 的 六 条 楼 长 分 
IIA a.a ras B b bab RE a, 5 0 BERE 009 a 
-st 一 1,2,3), 两 个 四 而 体 的 外 接 球 洲 径 与 体积 分 别 为 RoR 与 
V,,V, Wf 


3 3 
2:2 LE 223. i] 
2 bi. ala ,— 28a] 
? 
221 


bibi tbb +t bibi 


LÁ 
| atas asia! aia; 


42 3 E 
aidi tajai tata? 


22288 -Wb bb 
2 bibi Ubi 十 站 总 


RVi 


Rve). 
aD 
SAN VL BO 


bib, bu bj, 
Q,Q, Ql, dad 


WE HR 在 不 等 式 (3) 中 适当 地 赋值 ,并 注意 Legendre ARTI, 


[ 22a1at..] 一 2 2 ala'. ,=576RIV! (12) 
立即 得 不 等 式 (117). WERE. 
不 等 式 (11) 加 强 了 冷 岗 松 先生 于 1989 年 所 建立 的 一 个 不 等 
i 
定理 5 在 定理 4 的 条 件 下 , 记 
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3 3 
S i Daa aS, 1 226 :十 49 
则 有 
3 
2a s 7a Gi bibe) 2 b 
zae| F7 PRVIH PREVA]. 
其 中 


3 
Y 
M, 2 Gi 3) i74 1944) 


M,— 2G, Db, .4) (S, —b,, tA t 4) 

üi e Fi, b. =b, (一 了 ` 2). 
等 式 成 立 当 且 仅 当 

bib, bis NA 


did. Gls Alg 


证 明 于 不 等 式 (3) 中 , 赋 以 


a, = (Saa 4) (81 dda) 


r25) 


(43) 


B.— GS. bb, DG, —5b ba) t=1,2,3. XH Legendre 


公式 ,可 得 
aa 十 azas 十 asal 一 36RiV| 9 
Big, B, c BIB, E 36 RiVi. 


由 此 立即 得 到 不 等 式 (13). 等 式 成 立 的 条 件 可 用 合 分 比 定理 推出 ， 


证 毕 . 
定理 6 在 定理 4 的 条 件 下 ,有 不 等 式 


2 ial Yia, Q,43— 2a ida) 


21 
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242 3| bbith: b; +6 abs TUPE p: 4 2:04 T 0304 7 0308 


Ri 
aa, Faa, F 250, bb, tbb tbb 7 1 


(14) 
taibi-- aibiaibi d- aibiasbs 


bibi-Fbibi-- bibi aia --aiai--aiai ; 
e Pa aa aa Vit ME BB op IU ;] 09) 
两 式 中 等 式 成 立 当 用 仅 当 


tity 028577 3g 
bb, —b, 5. = bbg. 


证 明 当 万 一 六 一 … 一 如 一 1 B.E Vo 2 an S, 


12 4 
于 是 由 不 等 式 (13) ,得 
3 
| Saad = i5 at 42224. 3 RyV,. (16) 


等 式 成 立 当 旦 仪 当 
ddy Sa, TAn 
在 相等 式 (1) 中 , 令 =3, 玉 一 2, 并 对 ayBiG 二 1,2,3) 适 当地 
赋值 ,再 利用 不 等 式 (16) 即 可 得 人 到 不 等 式 (14). 
再 在 不 等 式 (1) 中 , 令 n=3,K=2,6 


jud | 
EN 3 Ż 
ai 一 ? (an. 1d; ciat satu) ' 


=b bh 0 —1.2,3) 
则 由 


及 Legendre 公式 即 可 得 到 不 等 式 (15). 证 毕 . 


定理 7 RDA DOn Hna Euclid Zi] E 中 的 两 
个 单 形 ,它们 的 楼 长 分 别 是 abh — 1,2, C4,) ARA NIE V, 
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fV; 


Su X us iae 2 o 


ler iati 
则 当 a pE IHLE Y € L2on ATER 
2a a| 2 sve? 


Sous 
”8 


a 
5" 


nr 1)* smit [SB n) Sev, Vs 


B (n!) 28 
十 2 Gm sv "| an 


Aki ss Bo 2,4 MDs HIENE. 
其 证 明 只 需 循 文 [9 的 思想 方法 , 先 证 明 不 等 式 


| MESS. 

ico c) td 

a- 2 2 Cn1)’ z 2a 
my tnan | | v& a8) 


等 式 成 立 当 且 仅 当 20 JENE. PROS ETRAS CO B EnH 
CA K —Y,a —at, B, 0 G— 1,2, CL RARER 
《18) 即 可 得 到 不 等 式 (17). 

不 等 式 (17) 统 一 加 强 了 苏 化 明 、 陈 计 与 马 援 , 毛 其 青 等 先生 分 
别 于 1986、1987、1989 年 所 建立 的 不 等 式 "1. 

我 们 猪 想 ,不 等 式 (17) 中 对 7 的 限制 可 以 放宽 为 YE On]. 


AX X 
[1]Chia-Kue: Peng, Sharpening the Neuberg-Pedoe inequality, 1, Crux 
Math, 10(1984), 68—69. 
L2 ]fá 6 8 VU c A SEGKET BUE). SCR IO PAL CD. LEA A IRE. 
1985. 
L3 ]B&it , 3 , Neuberg-Pedoe 不 等 式 的 四 边 形 推广 ,数学 通讯 ,5(1988). 
279 


CA]Bkil. E dk. Neuberg Pedoe 不 等 式 与 ppenheim 不 等 式 , 初 等 数学 研究 
论文 选 , 上 海 教育 出 版 社 ,1992. 

Esja EDS ,关联 两 个 由 面体 的 -类 不 等 式 , 袜 建 中 学 数学 ,1(1990)， 

[6 | v "E e xL ES Pedoe 不 等 式 的 空间 推广 及 加强 ,数学 竞赛 (18) ,湖南 教 
育 出 版 社 ,1994。91 102. 

L7 ]Lf& iH. Dorrie &,100 个 普 名 前 初等 数学 休 题 一 一 历史 和 和 解 ,上 海 科学 技 
术 出 版 社 ,1982,320 -324. 

[83j 冷 阅 松 ,几何 不 等 式 证 法 漫谈 ,数学 竞赛 (5) ,湖南 教育 出版 社 ,1989 ,75. 

[9j] 毛 其 吉 , 联 系 两 个 单 形 的 不 等 式 , 数 学 的 沁 三 与 认识 ,3(1989) ,23 一 25. 

[19] 苏 化 明 , 关 于 单 撒 的 两 个 不 等 式 , 科 学 遂 报 .32 : 1(1987) ,1--3. 

[1Y]Esil. S3 vb ROUES -类 不 等 式 ,数学 研究 与 评论 ,2(1989)， 
282- 284. 
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XT Heilbronn 数 一 类 
三 角形 计数 问题 (摘要 ) 


LE 
xr 


3j. 7, "8 


Xi s HUP (242000) 


设 全 是 一 个 三 角形 区 域 ,面积 为 |7'|, 其 Heilbron WE X 

s 
H,Cr)—= max min f P,P, un HITI, 
Pno ET ECE aE 
FR PPP ERAPP P 的 面积 , 除 HCL M= 
平凡 结论 外 , 杨 路 、 张 景 中 . 曾 振 杭 在 1988 年 证 明了 
H,)—3—2/2, HCD — M8. 

本 文中 ,我 们 对 自然 数 n1), EM ELH T) ,1 来 考虑 

Pa) um min | GAPPP,| | P,P,P, E za, Vez c jeba |. 


显然 PCT D — CI 通过 对 二 角形 的 前 分 与 讨论 ,我们 得 到 以 下 结 
沦 ( 将 PT,a) 简 记 为 PCa) )， 
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13k 2, [1-2 42.1]; 
I7 T3 
3y ERE 
aem] rn 
d, EI 
|I. 1 
6, ERI 
d abo 
u se [sl 
[6,7 或 8, ae [Tes 
Pla) —49, ac [is |; 
10, «€ $t]; 
: - 
(12, se [ss]. 


关于 几何 不 等 式 
Whcl45 的 一 般 结 果 ( 摘 要 ) 


1,7. 15 


济宁 师范 专科 学 校 数 学 条 (山东 ,272125) 


探讨 “在 入 ABC 中 eu A nEn) E. PAST ARE 


AER” EUG AREE T RUE. -AERAN 
成 立 ， 


min|2.3 + 区 IE Eua 2 &max(2, f (a! 


其 中 a, JJ arccost,, to 39 2^ * (1 —4Y =] &[o. 2 | no, DE 
BB. 并 就 nEN 的 各 种 情形 给 出 


A nsc2 Bf 27 2 cos" $< ; ELI 

34 Sscnsc 6 Bf 1--—2- «c P cos" A «2, 

SnaG 时 "E 272 
a 


Mp nLTHB[.3- EE xc ow 2 
比较 圆满 地 解决 了 这 :问题 . 
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一 个 几何 不 等 式 问题 (摘要 ) 


AAH 
福建 永春 华侨 中 学 (362600) 


首届 “人 多国 几 何不 等 式 研讨 会 "期间, 单 增 教 授 提 出 问题 : 

AARC 中 ,a 边 最 大 ,分 别 在 AB、AC 上 取 两 点 PQ, 间 何 时 
PQa. 

下 面 就 此 问题 给 出 两 个 定理 . 

定理 1 AARC 中 ,分 别 在 直线 ABAC ERAS P.Q, W 


(DOS 一 5 或 CQ« — 5 -6 B. PQa; 


DBPL — eat BP>c+ SER PQa. 
其 中 ,点 王 在 84 方向 上 ,点 久 在 4C 方 向 FE,BP,CQ 均 取 正 值 ， 
Iz c x f d. 

定理 2 AARC P, A P 在 线段 4B 内 ,Q@ 点 在 AC 的 延长 线 
上 , 且 0 CQ« S p, ui 


c— BP 
2R 


sin/ PQA 
(UNS AABC 外 接 圆 半径 7) 时, PQa. 
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三 角形 的 一 个 比例 不 等 式 及 其 应 用 (摘要 》 


3) EE 
江苏 江浦 县 桥 林 中 学 (211806 ) 


命题 在 八 ABC 中 ,EF 分别 是 AC. AB 上 的 点 , 且 设 AE 
—mAC.AF-nAB,.AB-—AAC,E.rHm.n,AC (0,1) ,m—24^70, I 
|Im—À| BE m --À 
Iw CCF 1a 
推论 1 在 人 ABC 中 ,五 下 分 别 是 边 AC AB 的 中 点 ,日 AB 
—AAC, Kn AE (0,1), 0 
|2à—1| -BE .24+1 
2—À SUK TIA (2) 
推论 2 在 梯形 ABCD 中 , AD / BC, # AD: BC=k, 
AB : CD—A, H &.A€ (0,1), Bl 
| 一 让 .BD k+À 
TA AC “Tn (3) 
例 1 在 人 ABC 中 ,已 知 4C=34B,E.F 分 别 是 AC AB 的 
中 点 ,求证 :BE> 二 CF， 
例 2 在 人 4BC 中 ,已 知 4C=24B,E 是 边 AC 的 中 点 ,FF 是 
il AB 上 的 任意 -- 点 ,求证 ; BE<CF. 


例 3 在 梯形 ABCD 中 ,4AD/BC, 若 AD BC,AB«CD lil 
BD«. AC. 


< (1) 
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关于 四 面体 的 几 个 不 等 式 ( 摘 要 ) 


杨 克 昌 
3 r8 X 5509] 85 414000) 


本 文 给 出 涉及 四 面体 体积 ,表面积 与 棱 长 .内 切 球 半 径 的 几 个 
新 的 不 等 式 ， 

定理 WHEW ABCD 的 体积 为 V, 四 个 面 的 面积 为 S， Sp, 
SesSp ZA BEI  abrcid e. f Wi 


Sei s du) ; GS4*-- S4! H- Se! 3- Sp!) 
z2 2V(a--b-rc--d-Fe4- f). (D 
当 且 仅 当 四 面体 为 正 叫 面体 时 式 中 等 号 成 立 。 


推论 ” 设 四 面体 体积 为 了 ,表面 积 ( 即 中 个 面 的 面积 之 和 ) 为 


S? = 

po32 V; (2) 
Sy 2? Lr; (3) 
We 2 (4) 


当 且 仅 当 正四 面体 时 (2)、(3)、(4) 式 等 号 成 立 . 
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涉及 = 个 四 面体 的 两 个 不 等 式 (摘要 ) ， 


马 统 一 
甘肃 煤 类 工业 技工 学 校 (730919) 


定理 1 设 四 面体 4, A,A A (i 二 1,2,3,.…,n) 的 体积 为 V;， 
顶点 A AnA LA BOUE F LES LFEL ,FF 的 面积 分 别 为 A ,4 ， 
A A, , 则 对 任意 正 数 Ài rAz As vA; 有 


P» Iur 


Hv: A 
»- 7 Mr icc ia. Lei Rh us ML Sero 
(3/4)3 [lV,s (,FÀ,FÀ-LAU ; 


EH aek G—1,2, 0) a7 En ERU À-A-A-AH 
A AAA, (i 二 1,2,…,n) 均 为 正四 面体 时 等 号 成 立 . 

定理 2 设 ai,bscsdivei,f, 和 VV; 分 别 为 四 面体 A, A, A A, 
的 六 条 楼 长 和 栖 积 {i 一 1,2,…,n), 则 对 任意 正 实数 ALAS AAs 
有 


atad Ba oco Hs o ra Hee aue 


à Has E F3) Iles SESE ll n 
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— ue do OLAASEAAACEAXULA AAA 
m2 .4584. m (BA, 1^3^4 1 ^24 CARET 
22513 Iy. : ATLETET 


其 中 «ERt! G—1,2),a7 27a, 3E HS À—À-—A-—AR 
4,44i4, 均 为 正面 体 时 式 中 等 号 成 立 . 
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本 中 一 类 三 角 不 等 式 及 其 应 用 (摘要 ) 


K E 


湖南 教育 学 院 数 学 条 (长 沙 ,410012) 


定理 1 AE E PNN >n)^n—1 REH Fi Fts 


Fr Fe, 表示 F. ÉL BB s oO EGER Fs 


F 所 形成 的 *- 面 空间 角 定 义 为 
a, m; —arcsin |detI'Ce, psum ) |z , 


其 中 ræ grs r2: RJR [8] Hle, pras TA: Gram 5p E. A 
N 
N.= QN = Ži rs, 


N,= b L; tO L; Sin a; a; 
I EEN |! à s 


xXx E 2K An, TTN 为 实数 ,那么 
1” 34 nIOCEAUsONOHT.ÉR 


i = 
STGP HT aD ONE On; 


E AR 
NISL T1 GUI EDI A. V TE (1X REn—1). 


2° oa 


Fry 


(1) 


(2) 


并 且 (1》《2) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 诸 等 式 都 成 立 ， 
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| 


g 
cosb, 一 如 之 zicosOacos, G,j=1,2, e, N). G) 
£ 


4 N=n+1 时 ,(3) 可 简化 为 


E || €os6, 
N n (cosh, —cosh cosh, ) wo 


其 中 [jk 互 不 相等 ,i, jhk 1,2, "yn 十 1,0, — 0, 
0 (=7) 

ee, Xj) 

从 (1),(2? 可 导出 -系列 新 的 三 角 不 等 式 及 几何 不 等 式 . 
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关于 高 维 单 形 内 径 
的 一 类 几何 不 等 式 ( 摘 要 ) 


DRR mor 


湖南 教育 学 院 数学 和 (长 沙 ,410012) 
湖南 长 沙市 第 一 中 学 (410000) 


本 文 将 建立 高 维 单 形 与 其 子 单 形 内 切 球 半径 之 间 的 一 类 递 推 
不 等 式 , 并 给 出 一 个 有 趣 的 应 用 . 

设 r= [AoA An) E n HEB EC ZR] E" 中 的 = 维 单 形 只 的 
项 点 集 , 的 内 切 球 平 径 为 >,Q 的 5— 1 维 界面 子 单 形 ( 即 由 顶点 
f Urt Aces Asst ALBERI GC D HE RBUEO 0, HJA DJEK 
半径 为 = i0,1,2, 则 我 们 的 结果 叮 简洁 地 表述 为 如 下 定理 . 


定理 1 2 ast, (1) 
«MB MO 为 正则 音 形 时 等 号 成 立 

R OR a ERE ZEB] E" 中 FJ Q 的 外 
接 球 半 径 与 内 切 球 半径 ,P d cd, ER P SI OR 


(2 一 1) 维 界面 Q; PEE .2— 0,1, n 
应 用 定理 1, 我 们 可 还 明 下 面 有 趣 的 不 等 式 ， 


iod 2 | (n—1De n 
定理 2 2205 -sr 十 一 Re D 


等 号 当 且 仅 当 2 是 正则 的 且 卫 为 其 内 心 时 成 立 . 


(2) 
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有 关 单 形 旁 切 妹 的 几何 不 等 式 (摘要 ) 


koX 


扬州 大 学 师范 学 院 数 学 与 计算 机 科学 条 (江苏 ,225002) 


设 A,— PSP VPN E” HRE, TRES Pi 对 应 的 高 线 
I h.n — 1 EWER V. FRE rA, 的 内 切 球 半径 ~. 本 文 主 
要 结果 表述 如 下 : 
定理 1 nPE 4, 的 体积 V 与 旁 切 球 半径 间 满 足 不 等 式 
v2co Tz] /[ 3]. (1) 
其 中 
"71 /( —1)12?]7 


KIER n 有 关 , 等 号 当 A, 正则 时 成 立 ， 
推论 1 AS BARER SUIS D M IR 
Lpf], 
SE? BU A 的 n 一 1 ME V, 相等 时 成 立 . 
推论 2 A BIA dC C PLE 


r WAG-D' -这 DU aoia 


等 号 当 生 仅 当 A, 的 "E SAER V, 相等 时 成 立 . 
定理 2 对 单 形 A, , EOS SA] LEES] ERE: Aj Shs > 
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(2) 


的 体积 了 "与 A, 的 体积 V 及 内 切 球 半径 = 间 有 不 等 式 


Q1 IARE] 2"(nJd-1)20-0 m? 2a(—- D (r1 
vyter [eos] (e € 
等 号 当 A, 正则 时 成 立 ， 

推论 3 对 维 等 面 单 形 A.( 即 各 ”一 1 维 侧 面积 相等 的 单 
形 ), 有 


V' —(2/n—1YV. 
即 V' 与 V 之 比 是 一 个 与 x 有关 的 常数 . 


293 


关于 单 形 的 三 个 几何 不 等 式 (摘要 ) 


杨 世 国 E Œ 


安徽 教育 学 院 数 学 来 { 合 肥 ,230061) 
西南 师范 大 学 数学 条 (重庆 ,630715) 


本 文中 约定 n 维 欧 代 空间 E P n E BOE 人 2, 的 顶点 为 A,Gi 
—0,1.-.22. DE 83 A, PRIME F, H n —1 SED TR V filii F, 
(71-—1 REE) 的 外 接 n—-2 维 超 球 而 半径 为 2, 单 JE £2, 的 体积 、 
外 接 起 球面 半径 、 内 切 契 球面 半径 依次 为 V,R,r. 设 P 与 DD 尾 单 
形 0, 内 部 任意 帅 点 ,点 了 到 预 点 A, ZB Bri Ag. Russ D 到 侧面 
F, ZGRBIYOÀ ront. AEX x G—0.1,7 o0] E RAREN 
RIE o. Ce Bf 


alad = 2i 2 214 2s d 


在 上 述 约定 之 下 ， X GRABEMTET due 
定理 1 Vul uan. (D 


等 导 成 并 当 且 仅 当 0, iiid H P-5O. X5ROOS€G 
定理 2 oQ(R)jI— Le 2Cr), (2) 
等 号 成 并 当量 仅 当 o, 为 止 则 单 形 出 点 天 5 D^S98 5 0, 之 外 心 
@O 和 内 心 了 重合 ， 
定理 3 Ë nR OQ. 的 外 心 O 在 其 内 部 , 则 有 
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p n+l 
Da 1— gi Ex -—- 


等 号 成 立 当 且 仅 当 2, 为 正则 单 形 . 
特别 地 , 当 单 形 0, 的 外 心口 在 其 内 部 时 , 取 点 
为 £2, 之 外 心 与 内 心 , 此 时 有 R,—R;,r,^—r(i-0,] 
不 等 式 (1)、(2}) 便 得 两 个 结果 : 
vet np T 
Rzmnr. (5) 
(4)、(5) 中 等 号 当 目 仅 当 0, 为 正则 单 形 时 成 立 . 
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XT Alexander 猜想 的 一 个 逆向 
不 等 式 及 其 应 用 (摘要 ) 


林 X 
扬州 大 学 师范 学 院 数 学 与 计算 机 科学 杂 ( 江 苏 ,225002) 


UA-CPSPsS.PIAAARPSSPSeesyp) REG 
两 个 单 形 , 构 作 第 三 个 单 形 AU <P, P PUT ,使 得 它们 
的 顶点 间距 离 满 足 

|P,—P/"|-—|P,—P,|-|P/—DP/|? G, j=l, en), 
VR AE 4, 与 A R. 本 文中 证 明了 下 列 结论 ， 

定理 HA'E n ERE A,A, WERI, AA, h Gram 4E 
阵 的 特征 值 在 区 间 Exm ,MI 上 . 

DAA APPEL V ,V' Vni i 


n 


vis[ z] (vip) 
(GA, A 的 顶点 角 aiia! ,a* 满 足 


infe $9 -a-i M en E ER x 
sin'a, x 2 em (sin'a,-Fsin'a,) (G=0,1, e,n); 


AnA A AI PRR FIE rur! ,7" 满 足 
s 
PKP AHD Z) cues 


(DA LA s An BIER hh h UR 
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lA | —() 

POR 的 H t G= :352,77722; 

(5)4 A A HED GC GI PR A Bop ,Bo 满足 
11—5 

sin B ss 2" ib (sin'B,-Fsin'B/)  (—0,1,2,- 0). 
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扬 路 GET 


中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 ”( 合 肥 ,230026) 


$1 引 


ni 


i PSP ,Py 是 正 N yl Sy 的 顶点 ,所 有 线段 PI 之 
丘 的 平方 和 之 下 记 为 Ni; 所 有 三 角形 APPP 的 面积 平方 和 
Z 刀 记 为 Ns. 对 N= 二 3,4,… 进 行 计算 表明 ,总 有 


N=16N; 
若 Sw 是 正 多 面体 , 则 有 
ND 
| N,™12N. 
这 些 有 趣 的 事实 启发 我 们 考虑 ;m 维 空间 ET 中 的 点 集 ow 
E {Pi ,P,Pw} 的 两 个 不 变量 N,N; 之 间 有 什么 关系 ? Eu 
Ni 


8m 
N,” m10’ (1.1) 


+ 本 文 发 表 在 《数学 学 报 35(1980). 收 稿 H 期 ;1978 年 4 月 24 日 ， 
** 本 文 发 表 时 作者 的 所 在 单位 .下 癌 . 
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而 等 号 当 ox 具有 某 种 对 称 性 时 成 立 . 
更 一 般 地 AER ox 中 的 & 十 1 个 点 ,以 它们 为 顶点 作 一 个 到 维 

单 形 ,把 所 有 这 些 维 单 形 的 维 体积 的 平方 和 记 作 NIG-— 1.2. 
…,m)s 可 以 证 明 诸 如 此 类 的 不 等 式 ，: 
Ni 216m? 


2 N E e E G 3 
NU E T (1.2) 
NIN, 1 , 
-NN 9m ; (1.3) 
Ni am lt NaNe (1.4) 
m— 1 
tk — ?& «s [Rl ,有 
N,NUS8INN, Ni» NN, 
等 等 . 


本 文 将 给 出 这 类 不 等 式 的 更 一 般 的 形式 ,并 找 出 等 号 成 立 的 
充 要 条 件 . 我 们 将 看 到 : 诸 不 变 基 Ne 和 cv KR ERER A E 
球 有 关 . 

密集 椭 球 与 惯量 椭 球 的 概念 ,常见 十 统计 学 与 力学 中 . 为 方便 
这 里 重新 给 出 密集 椭 球 的 定义 . 

定义 1.1 设 o 是 E" 中 有限 点 集 ,HH 是 经 过 0 的 重心 0 的 任 
一 个 (m 一 二 维 超 平面 ;把 go 中 各 点 到 7T 的 距离 平方 和 产 叫 做 c 
关于 H 的 转动 惯量 ;过 O 引 H 的 法 线 ,在 H 两 侧 法 线 上 截取 等 
长 线段 PvO= PsO= | ST) ,所 有 这 些 Pa, P a 的 轨迹 是 一 个 
m 一 1 HEMERT ,与 这 个 椭 球 共 主 轴 , 而 诸 半 轴 为 此 椭 球 对 应 半 
轴 之 倒数 的 椭 球 , 叫 o 的 密集 椭 球 . 显然 ,二 者 中 一 个 为 球 时 另 一 
个 也 是 球 , 这 时 有 
* 特殊 情况 十 , 袖 球 的 某 几 个 半 轴 为 0, 则 它 授 化 为 更 低 维 的 椭 球 面 . 
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定义 1.2 苦 c 的 密集 椭 蒜 是 -个 球 , 则 称 dec ESTEE. 
本 文 主要 结果 尾 
定理 对 E” 中 点 : : ou 一 人 PP PA N >m BH AE 
KE UN ,有 不 等 式 
N 


ha [G—D1 up F ada PE E 
Ni” Cmk) R T N) (1b Imm); (1.5) 


Ru ym 


xr N, Nanas (lk No=N). 
(1. 6) 
其 等 号 , 当 且 仅 当 o 惯量 等 轴 时 成 立 . 

从 (1.5)、《1,6) 中 取 特 例 和 作 变 换 , 易 导出 包括 (1. D— CI. 4) 
在 内 的 许多 几何 不 等 式 ,其 等 号 都 是 当日 仪 当 o 为 惯量 等 轴 时 成 
3. 

取 (1.5) 的 最 简单 的 情况 :m==2,N = 二 3, 得 到 三 角形 的 三 边 平 
方 和 与 面积 4 之 间 的 关系 

a! Fb! -Ectzz4 V 3 A. (1.7) 

KEAL. DEREN CWeitzenboeck, Math. Zeit., 5 
《1919)，,137 一 146) ,后 来 又 有 人 提供 了 不 同 的 证 明 (Finsler 等 ， 
Math. Helv，、10(1937), 316 一 326); 近 期 又 有 人 回顾 了 (1.7)? 并 把 
它 推广 成 为 联系 着 两 个 三 角形 的 面积 与 边 长 的 一 个 不 等 式 : 

( —at--ai-raija'i-- (ai —ai-d-ai)a'i--Gi-J-ai— ai)! 

Zi16AA. (1.8) 

但 是 ,由 (1.7) 是 不 易 看 出 它 会 自然 推广 为 (1. 1) 那 样 的 --- 类 
不 等 式 的 . 因此 ,尽管 (1.7) 早 经 发 现 并 几乎 众所周知 ,长 期 以 米 ， 
却 未 见 有 人 提出 过 如 (1. 1) 的 猜想 . 

至 于 不 等 式 (14. 8), 它 的 发 现 者 D， Pedoe 没有 指出 有 何 应 用 
或 号 样 向 高 维 情形 蕉 广 , 本 文 提 供 的 方法 对 解 次 这 些 问题 也 是 有 
效 的 ,将 于 另 文中 述 及 . 
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$2 两 个 引 理 


我 们 把 E" 中 的 点 和 zm 一 1 维 定向 超 平面 都 叫做 E" 的 基本 元 
素 : 用 e 记 基 本 元 素 . 有 和 限 个 基本 元 素 之 集 有 4 二 {eser te) MH k 
元 基本 图 形 . 

用 ple,,e,) 表 示 两 点 ese, 的 距离 ,ee, 表 两 超 平面 evei 之 来 
角 . 车 e e, 中 一 个 为 点 , 另 一 个 为 面 , 则 以 &(eye)) 记 点 到 面 的 带 
号 距离 ,并 引入 

定义 2.1 E” 中 两 个 基本 元 素 ei,e, 之 间 的 抽象 距离 定义 为 


— iren) GE €, ,€, 都 是 点 ); 


COS ee, GR e, e, 都 是 超 平 面 ); 
d(e,,e,) GE ee, 一 为 点 ,一 为 面 ). 
下 述 定理 揭示 出 基本 图 形 诸 元 则 相关 性 ， 


引 理 2.1 d an= eese E RR” 中 的 基本 图 形 , 令 
5 二 1 一 g,, 并 令 


8,7 g(e,e,)— 


0 0, Bu 
P| ow] Pte; Ez, 7" 2N ) 一 2 Hop ek" 
. D O85 
Oy 


则 当 N>>m 十 1 时 ,有 
P (eise, ,Ew)=0. (2.1) 

证 明 dro. 中 没有 点 ,(2. DER. 

不 失 一 般 性 , 设 eese 是 面 ,erriyels…ex 是 点 < Ni 
取 ex 为 笛 卡 尔 坐 标 原点 . 设 erete 的 单位 法 向 量 为 #1 ,a， 
"san H es 81 eiseres sen HE R Tii duos. XR 
由 ex 垂直 引 至 eye ,ei 的 向 量 为 51 os sen aba 则 有 
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M xi lgje Oy .3usa*aji 
当 qeu ImjmeN foga a,b). 
此 夺 PLos ])n] 36 


Pleier ex) 


0 

I -.i aay] |= 

Lag ny a e ze EEN 

l 十 2 


be Dp 
j^71,2,7,, 7 一 十 1 7 十 2 


对 上 式 作 如 下 不 改变 行列 式 值 的 变换 :对 ks4, 把 第 0 行 ( 列 ) 
fea, * P, 加 到 第 行 ( 列 ) 上 ;对 LRR 0 行 ( 列 ) 乘 二 过 加 到 第 
& FODERA 


6, 
P (eise sen) = 16, 
Ow 
但 大 一 0, 故 来 行 ( 列 ? 除 SBv 一 : 外 均 为 0, 故 得 
P(e e; ,,es)—6—10|G,*30|  G.j—1,2,,N— D. 
Bai — lassas au ICE NI m1. A e 88 HR IR Ab bg 
中 的 内 积 公式 


m 
RT 


得 到 
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PS yt? Gi» Ü "ns D | : 
t T i Ga ost x. Um 
Ple 0| loire esi] 9 
AN- UN Lm 0-0 | : 
19 oor 0 


引 理 2. 1 证 毕 ， 

在 引 理 2.1 中 取 1-0 的 特例 ,可 导出 

Cayley 定理 ? ”中 任意 NN 个 点 PP ,Pw 的 Cayley- 
Menger 行列 式 


|o l … 1 
p E 3: (1,7721,2,**, N) 
D(F Posta PN) = 5 I LA 
: : : p : (P= LPS, 
E x 


(2.2) 

当 NZ9 m3 时 ,其 值 为 0. 

灵活 运用 Cayley 定理 ,能 解决 一 些 从 别 的 途径 很 难 入 手 的 几 
何 侣 题 ,如 [4] 中 所 述 就 是 一 例 , 而 引 理 2. 1 显然 比 Cayley 定理 更 
便于 应 用 . 例如 由 (2.1) 很 容易 导出 单 彤 高 线 公式 ， 

设 Omt T (Pi Dae Prr EŒ E” PRETA E, e 是 由 
Pis Pace. PS 决定 的 超 平 面 , 求 由 Par P e KRR hR 
—d(P,.e). 

A IS m+ 元 基本 图 形 o — {Pi Pas ,Prise); 由 (2.1) 得 
到 

0 1] *- ] 0 


Ll i : 0 
Ple']|- |: i g | :|=0, 
l oi o i Rh 


0 E e E I 
把 此 式 对 来 行 末 列 展开 ,得 
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PP Poseta Paa) 


E Bn pns P E 
从 (2.3) 出 发 ,用 数学 归纳 法 易 得 单 形 体积 公式 
VEP Paste Pap = riP Pi Pe Pur). (2.4) 
文公 式 是 早 有 的 后 , 兽 用 Cayley-Menger 行列 式 表达 : 
V (PPS P, BUD X DG. Pasea Paga). 


7 (m1) 
i (2.5) 
下 面 FEZ- :个 代数 恒等式 . 
设 A H n 阶 行列 式 ,] 志 :之 n, 从 A PRT huius FIR 
dort js 列 所 得 之 行列 式 记 为 4,, ,而 这 些 行列 相交 处 元 素 构 


"272 
132; 


成 的 行列 式 记 为 An ;于 是 有 


引 理 2.2” 设 B 是 由 行列 式 4 的 各 元 素 的 余子 式 构 成 的 行 
列 式 , 则 
Bus mA, 。4 1， (2. 6) 


IT 
fan sare 


证 明 没 使 (2. 6) 成 立 的 所 有 矩阵 之 集 为 M， 我 们 彦 证明 M 
是 全 体征 阵 之 集 . 易 验 证 , 若 (4) 为 对 角 型 矩阵 , COEM. 
然后 ,这 条 验证 : 


L GO € M, Hi E 3E A 3E CAO BE SET GAL (8 39] CD M] CÀ 
€ M. 

2 XD € MABCORSACHABBE £r CRY 8 36 5 £838] CÀ 2 , Dt] 
(XEM. 


- 这 个 命题 在 [7] 中 已 有 ,但 证 法 与 此 处 不 同 . 
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3 车 (4)E 开 ,把 (4) 的 某 行 ( 列 ) 加 到 另 一 行列 ) 后 得 到 


(A) s CA» € M. 

BD M 对 初等 变换 封闭 ,从 而 M. 是 全 体 矩 阵 之 集 . 这 就 证 明了 
引 理 2. 2. 

从 而 立即 可 以 得 到 

推论 2.1 若 (4) 是 对 称 矩 阵 而 (4" > 是 (4) 的 伴随 矩阵 , 即 
CA ) 的 苑 素 是 (4 中 对 应 元 素 的 代数 余子 式 , 则 

Apa = CHY AL, 4 
Gic BÉTGjobAtUcRAD (2. 7) 

这 个 等 式 8$ 3 中 将 用 到 ， 

把 引 理 2.1 与 引 理 2. 2 配合 使 用 ,解决 一 些 几 何 问题 是 很 方 
便 的 . 例如 ,已 知 单 形 诸 校长 计算 它 的 各 个 二 面 角 ， 

设 E” 中 基 个 单 形 硕 点 之 集 Oma {PPr ,Pat1); 每 个 点 
P, 所 对 的 超 平 面 记 为 eid (Pare —di K ese, 所 成 之 二 而 角 的 
RIZ cosh. 

考虑 m 十 3 元 基本 图 形 aui = {Pi, Pss VP, 1 seise} 对 行 
列 式 Plor E RH SIRE 2. 2; 由 引 理 2.1 5 P[025,]— 0. 故 

Les ri deines 7 0» (行列 导 码 由 0 开始 》 

把 上 式 展开 得 到 


: 0 

: 0 

i Plamy] : 

: d |-9 
0 e d, cosh, 


但 PCPi Prs Pata ,21) =0 (5| 2 1) , 故 得 
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Ku i ad |=0, (2. 8) 


0 0 ^" dpe cos, 
将 (2. 8) 对 末 行 术 列 展开 ,得 
A; 
cosh, — d.d; AC (2. 9) 


这 里 A—P[o,. ] ARR 4 的 对 应 于 g,, 的 代数 余 于 式 . 再 应 用 
高 线 公 式 (2. 3) 可 得 


cosh, = (2.10) 


A; 

等 式 (2.9) 在 8 3 中 也 将 用 到 . 

等 式 (2.10) 中 的 ,可 以 看 作 是 单纯 形 的 诸 外 角 ( 将 各 超 平 
面 适当 地 定向 ); 稍 微 改 变 一 下 形式 就 得 到 . 

高 维 余弦 定理 i E" 中 某 个 单 形 的 诸 内 角 为 g,,, 单 形 的 
Cayley-Menger 行列 式 是 DD, 则 成 立 着 下 列 公 式 


D, 
BERRAR 11) 在 计算 问题 上 有 广泛 的 应 用 ,也 可 以 用 
来 推导 某 些 理论 上 的 结果 . RET ASMERCI OR. 


Cos, = (,j—1,2,**,m41) (2.11) 


$3 密集 椭 球 与 {Nk}) 之 关系 


下 述 定 理 揭示 出 密集 椭 球 与 UNVx} 之 关系 . 
预备 定理 E" 中 点 集 on = {P Prs P (N >m E ER 
变量 {Nx} 与 oy 的 密集 椭 球 诸 半 轴 的 平方 a9 ,2,…,az 之 间 有 关 
系 
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Na -glai uis tt ah) k=}, 2 nam), (3.1) 
这 里 & 是 上 次 初等 对 称 函 数 .或 者 说 ,a? at ran 是 方程 


DN teo 《Ne 一 N) (3. 2) 

的 根 . 

证 明 把 av A EPER, MG. 1) 了 两 端 都 是 定义 于 E” 
上 的 连续 函数 . 当 N — m F1 时 ,对 应 于 E" 中 非 退 化 单 形 顶点 集 
的 ax TE E"* 中 稠密 ; 故 只 要 证 明 (3.1) 当 ow 是 非 退 化 单 形 顶 点 之 
集 时 成 立 , 即 可 断言 它 对 NN 一 m 十 1 普遍 成 立 . 

而 当 N>mt1 时 ,可 以 把 ow 看 成 是 E" ' 中 的 点 集 , 由 (3.1) 
在 三” 中 成 立 推 知 它 在 ET 中 成 立 . 这 是 因为 ,请 不 变 基 当 ow 由 
五 ”中 退化 到 五 " 中 时 ,除了 NN 一 1 一 m 个 化 为 0 外, 其余 均 不 变 . 

FHR N=SmH1, {Pi Pst Pnn) iE E” PAER A E 
点 之 集 , 往 证 (3. 0D. 

ER 五 " 中 的 - -个 mi 维 定向 超 平面 e, 令 有 二 d(P,,e), 由 
引 理 2.1 


0 1 0 
Tg E 

POP PR IPS :8) 二 : : En : : =0, (3. 3) 
1 t : heu 


0 h £e hmi 1 
4 Plon 5A VA A id A 的 对 应 于 g, 的 代数 余子 式 ,将 (3. 3) 对 
末 行 末 列 展开 ,得 
mH m+] 
2125 A e (3. 4) 
由 于 so， 是 非 退 化 单 形 质点 之 集 , 由 (2. 4? 可 知 4 天 0, 故 (3.4) 可 
写成 


310 


milat] 

25 24 hu, = (3.5) 
dkB[ ££ HEK e5 PS Pen ,Pt 的 距离 RA su ME 
(3.5). 

反之 ,我 们 指出 :对 任 -- 组 满足 (3. DEER a , 均 有 一 超 平 
[i e 使 CCP 6) —À,. 

S hp =h he RUARI — AYE e ,使 4CPee ) 
=h; Ski Ee HEEL CER AMEER N An EDPERE BIS 

BR Gu } 也 满足 约束 (3. 5) ,这 只 要 在 (3. 3) 中 把 第 0 1T 
GEI -hno RESET EI E US. 

以 e, id o, / Pa 的 诸 点 所 决定 的 超 平面 ;a 记 es HS] EET IRI 
it; | 

d, * d,—- COS &é,—cos0, 
又 记 由 P。1 引 向 Pi n E BEP, Ul 
d,—d(e, * P.)—a, * P, (k—1,2,** m) 

而 对 i 关 j, 则 有 a&.* P,—o. 


E 
em h 
co» E G; 
$— | k 
则 有 (用 到 (2. 9) 
z |? =z &. s jtd, "Epi. Y'A, pu 
la-a- 252, "EFL =L 4 Wh m. 


ka E& [iz [8] hf , ta A E Gr) E Pus FRE FE en Dl 
die" Pat) Sha 


— aA m 
d(e' ,P,)—a* pum PRA e PiShi. 


= i 
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把 e' 沿 方向 a 平移 一 11, 即 得 所 求 的 e. 

在 (3. 3» 2c 9m ER 0 fT CPID E £8 N 行 ( 列 ) 上 ,等 式 仍 
RR XE. Vf DL H Ch. hu D LE C3. 50 BE Gr; Hts Rubr, 
hari HO DRUS IE C3. 50 5 DAL TE Ed Un ,As+l) 看 成 五 " 中 的 
点 ; 则 (3. 5) 表示 EW 中 的 以 原点 为 中 心 的 二 阶 柱 面 , 柱 面 母线 方 
阿 向 量 为 

J 一 (1,1，…,1). 
Mf E d CEN 中 的 N—1 维 子 空间 ) 
H h h M AVí—0 

与 柱 面 (3. 5) 正 3. 

É E" 中 考虑 任 一 过 os 之 重心 的 如 一 1 维 超 平面 e, 它 所 对 应 


M Chi shast“ shn) 显然 满足 hy, `] 二 0, 反 之 亦 然 . IR IE ok 
ow 的 密集 椭 球 的 诸 半 轴 平 方 a1. a2 的 问题 ,也 正 是 约束 (3. 5) 
mtl m=] 


R 24-1 下 , 求 目标 函数 之 4 的 稳定 人 问题. 但 由 于 (3. 5) 是 
柱 面 ,而 之 ,太一 0 恰 为 过 原点 而 与 (3, 5) 柱 曾 正 交 的 超 平面 ,从 而 
对 目标 函数 之 / 情 而 言 ,条 件 之 4, 二 0 可 以 略 去 (因为 不 难 算出 ， 


228 BOTTES ELLA 228-0 时 才 为 0 


因此 ,在 约束 (3. D FR 22h? 的 稳定 值 的 同 题 ,等 价 于 求 ox 
的 密集 椭 球 诸 半 轴 的 平方 . 按照 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,这 些 稳定 值 应 当 


是 (3. 5) 左 端 二 次 型 的 矩阵 | 学 | 的 非 0 特征 值 的 倒数 . 设 B 
二 [4;,] 的 非 0 特征 值 为 Fus os ttt ; 则 
TE 

D (3. 6) 


a 
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将 BWIBEJ EIB-aEI-O ROT S 


m*l 
opu aee. (3. 7) 


k= 
这 里 
B, =1,B,= .之 IB, oenl (mes m1). (3. 8) 


BLA PD] oc A 并 约定 [4] 和 [4]* 的 
行列 足 标 由 0 开始 ,那么 ,[4 THE ER 0 行 第 0 列 后 得 B. 由 引 理 
(2.2) 


IB, usa lm EAD ud m EAT, LAT 
MEL Lu A4 "s ae k n tae 


XL k=l, 2m 应 用 体积 公式 (2.4) ,得 
,= 2 Pn 


MUN NT 

(b 1,2, ) (3. 0) 
在 上 式 中 ml, 而 且 由 引 理 2.2 得 到 Bnp —0. 把 这 些 结果 
代入 (3.7) ,得 


他 (一 De [1 


-u Dm—A NA tO, 
两 端 除 以 A” ,得 


mi z m+i—è — 
Aa E 二 人 TS 二 二 有 E Id 
A k=] A 


此 方程 有 一 个 0 根 : 约 去 0 根 ,将 它 变 为 所 的 方程 ,并 注意 到 
A=— Gn1)N,, 
即 得 
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m ， f AS 
Dy DIG IYN a i| ^-] —0. 


ES Qf! 
mie ca. 2). 也 就 是 说 (3. BEL RRE A ERR TA. 
预备 定理 让 和 毕 . 


84 定理 的 证 明 


由 Maclaurin 定理 和 ,对 m 4 IESEAE EA ERA LX] SEO. 
FREE 6 5 e 有 不 等 式 


m i TM 大 
[和 tmd Dia] >|4 A| USS m), 


m! m! 
(4. 1) 
由 (3.1) ,将 
e I 
[£A CA. DRE. 5). 
类 似 地 ,根据 Newton 3g F8! ,有 
k! 《2 一下)1 Y (k—1)! COn- k--1)! 
Emo eL te 
t —p-—— t 
E | niei Cos Deu] (4. 2) 
m! 


将 (3. DHK e, 4A C4. DEE. S. (4.1) 5 (4, 2) 等 号 成 立 的 
TERE m 个 变数 取 值 相同 . 在 我 们 的 情况 让, 即 是 惯量 等 
B. 
最 后 .我们 认为 , 引 理 2.1 和 预备 定理 比 所 导出 的 不 等 式 蝎 为 
深刻 和 重要 ,这 些 不 等 式 的 证 明 不 过 是 引 埋 2. 1 多 种 应 用 之 一 端 . 
而 且 . 如 果 丰 追究 等 号 成 立 的 几何 意义 ,仅仅 证 明 (1.5)7 科 
《1.6) 就 有 简单 得 多 的 方法 ,只 要 能 证 明 (3, 2) 所 有 的 根 都 是 正 实 
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c BERE (OL DACA. DET. 
应 用 (2, 4) ,可 将 方程 (3. DORER: 
NU oic |] 


的 
tod ; 
FO -|1 A 一 0. (4.3) 
p. 
2 
1 à 
A EB: 
| ap à 1 | 
l 1 () 
Ke |: e às] ] =0 
(1 


(4. 4) 
在 行列 式 (4.4) 中 ,前 -- 定 阵 是 实 对 称 的 ,后 一 矩阵 是 恒 下 型 ( 令 8 
>O; REKER 一 个 熟知 的 定理 得 知 (4.4) 的 要 都 是 实 的 . 
4 9->*0 RRR , B An C4. 3) 也 只 有 实 根 . 又 因 其 系数 具有 交错 符 
号 , 故 这 些 根 都 是 正 的 . 这 就 简捷 地 证 明了 (1.5),(1. 6) 等 . 

不 过 ,由 于 缺少 了 等 号 成 立 的 充分 必 皮 条件 (几何 意义 ), 这 个 
证 明 不 能 算是 对 几何 不 等 式 的 一 个 完整 的 证 明 . 
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关于 质点 组 的 一 类 几何 不 等 式 ` 


张 景 中 杨 路 
中 国 科学 技术 大 学 数学 条 (合肥 ,230026) 


作者 在 [1] 中 用 代数 方法 获得 了 一 类 几何 不 等 式 . 本 文通 过 新 
的 途径 导出 了 较 [1] 更 为 广泛 的 结果 . 所 任 东 的 工具 仍然 是 代数 
的 . 

首先 约定 记号 . 设 s —(AG0)0.41,2,,N)& E" rinm 
AB m 220 是 点 A; MRAR RA 的 质心 O DS RR S. 
设 H E O WE- n-i 维 定向 超 平面 ,zn 是 态 的 单位 法 向 
量 . X3 —OA ERR A 的 坐标 向 量 . 按 常 例 将 

In=m a * 25)! Hm: * ej! om H- my (dy * e 


叫做 2 关于 H 的 转动 惯量 . 4 


SES (Tj aaa) 
VIn 
则 
er 二 z = 2 CLr Zs sIn) 
Exj- a es 


* 本 文 发 表 在 (中 国 科学 技术 大 学 学 报 》2(198]), 政 稿 日 期 ,1980 年 9 月 
29 H. 


317 


— j 
1 
V mia, 1 V Hid; Un NINANI | 
Q= V mni, 2 V ma» z €-—- V PINAN? 
; : : 


a pod: » VP Tt. V inu. 
WH 之 定义 有 
I 1 
e; QQ' en xe 


x | 
iX Err Q 表示 #1;Q 之 转 绾 . 从 而 
| x {| ERR" Ce — 1. 

即 TOQ T =l. 
HIETTE, H RRNA O Z nl 维 超 平面 时 ,点 Y 之 轨迹 为 
—.:BriB dat. 不 妨 假 定 {A;} 不 在 同一 个 超 平 面 上 ,此 时 QQ” 
是 正定 阵 而 该 一 阶 超 曲面 为 一 椭 球 , 记 之 为 多. 如 果 V 是 另外 一 
DHR CI ,加 有 相同 的 主轴 而 出 它 的 各 半 轴 是 劣 的 对 应 半 轴 
的 倒数 ,我 们 就 将 e 叫做 S7 asy" Ve SEEK". 

任 取 S IBI BEY 个 点 4 ,4 vm 4 将 其 所 支撑 的 单 形 的 
k ERRU Vaea 


A 


M= 2. 2 Zum, m, em, VE (D SD. 
M,—m m; rmi. 
WP 3B ép SE SRIRETIPDIEPRRUMEDT. 
定理 1 Xp E" BER 4B S7 — [A n0 d£ —1.2, 7 NYUN >n) 
的 诸 不 变量 {MM} 有 不 等 式 


Mi CoD; UDF D TEREN 
Mi? [n ky; GT Me) (ISAS), (1) 


"k 
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eMM (sk. (2) 
HGH mu RER YER. 

这 里 顺便 指出 ，- 个 质点 组 的 密集 椭 球 为 球 的 充分 必要 条 件 
是 ; 它 关 于 质心 的 惯量 椭 球 是 一 个 球 . 因此 定理 1 中 不 等 式 等 号 成 
立 的 充分 必要 条 件 可 改 述 为 :5 关 十 其 质心 的 惯 景 李 球 是 一 个 
E. , 

证 明 4 P-—Q'Q.WI P K ERREA 5 QQ". -AHE n 
个 ,都 是 正 实数 . MAE P 的 特征 多 项 式 ， 

PA= || Q'Q—AE || 


大 一 0G 5 3)| 
T | m, M,A; a,--0,A | [a=] A 
G= j): 

M, 0 0 “+: 0 0 


(M m: ga m,a, d,—0,,À : l 
pon M NUM 

约定 行列 式 的 行列 号 由 0 算 起 . 将 第 i TRIA V m, 加 到 第 1 行 ， 

援 用 之 jm, a, — 0 OR DAE RO RC 6 

0 Vm " MP 


PO=T SOE | 
mm = Ped 
ERS 0 行 ( 列 ) 乘 以 - w-— ma neis oO ; 
列 ) ,得 到 
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0 Vm, Vm, o vm, 
PO 全- RU 


BLU BLA DN p: d,)!— 
My 


B^ METRAR AA, 之 长 度 , 则 有 


jg 
; SÀ 
My 

利用 单 形体 积 公式 ” 

0 1 1 

( — ]»**'! 1 RAE 
VICA Ag, Aem sr : p $ 

1 

可 知 A CENE 


0 Wm, Vm = sfm, 

Jm T "S — —m, m, mV, D 
d : | 

现 将 方程 POO —0 ET. ATERA n TEER LORS EIRCEONS 


PIXEL t| ano. 
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vw 


Za C-D'GD'Mar-!-o. 
从 而 得 到 加，… 光 的 各 阶 初等 对 称 多 项 式 5 的 表达 式 
abo deut M 


由 Maclaurin EH- 
" ES 中 
1, | [He] (b), 


n! n! 
得 到 所 欲 证 之 (1). 由 Newton EM 
人 


n! n! 


: [etu a Daa) 


n! 


得 到 所 欲 证 之 (2). SE USE BS] TEE OR EE LA — A — e R 2 
18x ARE EKAE- TER. 定理 1 证 毕 . 

FREH WR 不 是 有 限 质点 组 而 是 某 个 具有 有 限 质量 的 
DC , i8 Bi 1 53 ER CS m Gr Cr € 57), 则 可 定义 

M, — a [f [momo movisse 

zdr di, 

M, = [mGodz. 
通过 极限 过 程 可 以 证 明 ,定理 1 中 的 Me Ms 理解 为 这 里 的 积分 什 
时 ,两 个 不 等 式 仍 成 立 . 

下 面 举例 说 明定 理 1 的 应 用 . 

1970 年 D. Veljan 提出 了 如 下 猜测 :在 E" 中 一 个 单 形 的 体积 
V 和 和 它 的 诸 棱 长 pu j=l :Z.77*,n-Fl ) 之 间 有 不 等 式 ， 
z 十 1 


l 
7 2 
ntl, 
2 jac i 


n! v«| 
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且 当 该 单 形 为 正 [UN Ap. 这 个 猜想 在 1974 年 被 
Korchmáros 所 让 实 

这 导 丝 我 们 考虑 类 似 的 一 个 问题 : 设 n 维 单 形 AA; ALL 
FADA LA, BOSE" OL CIT 8 — 1. 维 单 开 ) 的 (一 1) 维 体积 是 
v. 那 应 在 原单 形 的 体积 了 和 这 些 侧面 体积 w 之 间 是 否 成 立 善 类 
似 于 Veljan 稍 想 的 不 等 式 呢 ? 答案 中 肯定 的 . 事实 上 , 援 用 定理 1 
我 们 容易 得 到 : 

BRI En TEROCEBIUEELV 及 其 诸 侧 面体 积 w, 之 间 有 不 等 式 


nTl P 
Va xi [e ar |n: UN NEAL: (3) 


当 该 单 形 为 正则 时 等 号 成 立 . 
证 明 在 不 等 式 (1) 中 命 [一 n,* 二 n 一 1, 并 令 
MEV mR 1 evi 
nll 
M= Zr , 
n- | 
M, ol bv. 
M,-.| liv) V 
统统 代入 (1) 式 中 ,经 过 移 项 整理 后 有 
STU QTDE Hs Puyie-D0 220 


由 算术 一 -几何 平均 不 等 式 


2|1 nt] 

Zi +) | [55 

pm 4 一 【 
E 
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rr wy 


一 人 
《2 十 1)” 人 [luae 
1 


从 而 得 到 (3}) 式 ， A 1 的 维和 一 1 维 正则 单 形 . 其 体积 
公式 是 熟知 的 ,将 对 应 的 V 和 zw 的 值 代入 (3), 即 知 等 导 对 正则 单 
JE d SE SE. 系 1 ES. 

X2 S S, EE EIH 维 单 形 组 成 之 集 .， -个 单 形 大 的 
体积 及 其 各 侧面 体积 分 别 几 br v, CK )3E A It] fg 


lim inf dsl [.. (KY ma (4) 
证 明 E ORENS 
Ea S db ont fo mEn 
inf ! vol. Vau? - ze ET d À 


运用 Stirling 公 式 显然 有 


[LT | 一 
于 是 系 2 证 毕 . 
从 3) 还 可 以 导出 若干 别 的 有 趣 的 不 等 式 . 首先 将 其 中 诸 v, 
的 几何 平均 代 之 以 算术 平均 ， 
v« vani et "2; Sj. 
令 此 单 形 的 内 切 球 半径 为 x, 将 关系 


代入 前 一 式 , 移 项 整理 后 得 到 ， 
RI 在 =” 维 单 形 的 内 切 球 半 径 > 和 体积 V 之 辣 有 不 等 式 


l n? mo yi 
[Ri hv s 
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旦 当 该 单 形 为 正则 时 等 号 成 立 . 
由 (5) 式 取 极 限 可 以 得 到 
limsup rOO/V aos =, (6) 


Fan xd. 

系 4 SCEP-UPHRCB RHEE OE TU DT «25 23 (8] 5 PE NIGES 
于 无 穷 时 ,其 内 切 球 半径 的 上 限 是 1/e. 

我 们 还 可 以 考虑 单 形体 积 和 它 各 条 高 线 的 长 度 ,之 间 的 关 
条 :关于 


一 六 mV， 7 一 ] .2,… 7 十 1， 


将 此 式 代 入 53) 中 ,经 移 项 整理 后 得 到 : 


系 5 En 维 单 形 的 体积 V 及 其 各 条 高 线 长 度 六 之 间 有 不 等 
式 
pow Y Tha 
Vii lex] ° | Taz i (7) 
且 当 单 形 为 正则 时 等 号 成 立 . 
由 以 上 的 例子 可 以 看 到 , 系 1 是 一 个 上 为 有 用 的 命题 . 事实 上 
从 它 也 可 以 直接 推出 前 面 提 到 过 的 Veljan-Korchmáros-* 7k 5 4£ , 
系 6 Ep -ARERR V 和 它 的 诸 棱 长 oic BE X 
zl v«| Ea wb ps. 59 
HL TZ FUÉ HEMERT. 
证 明 显然 命题 对 E'RIBGM. 现在 假定 它 对 E 已 成 立 ， 
往 下 证 它 对 EXE. 
沿用 系 ] 中 的 符号 ,将 维 单 形 的 各 个 一 1 维 界 面 的 体积 记 
为 v.(r 二 1,2,… yn 十 1). 既然 (8) 对 FF-! 成 立 , 那 就 有 
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a Di eS lbs c-12eerne 
乘 起 来 得 到 
(n—1)1"' Tio za] S dd oos 
男 一 方面 由 条 100 8 
ve ri si] "(TT«)? 
将 前 一 式 代 入 后 一 式 得 到 
Tij e 
yal i | re ii 
此 即 (8) 式 . 当 单 形 为 正则 时 等 号 显然 成 立 . 系 6 证 毕 . 
提出 如 下 的 问题 是 自然 的 : 当 定 理 1 中 的 质点 组 S7 的 部 分 质 
点 带 有 负 质 基 时 ,我 们 能 够 说 些 什 么 ? 有 关 的 不 等 式 是 否 仍 然 成 
立 ? 事实 上 我们 可 以 建立 下 述 的 
定理 2 ig {Amn 一 1,2,N) 是 各 中 的 质点 组 
ON 7920.0 8. A 所 邵 有 的 质量 m 是 可 止 可 负 的 实数 . S Mom, 
"Em; T M my50, Mi bn E SC Bi Bp. 则 有 
Mi» (E. n— ed 


ye 


e Mi Mai. (2) 


而 等 号 成 立 的 充分 必要 EO 关于 其 质心 的 惯 基 椭 球 是 
-个 球 . 
证 明 我 们 基本 上 沿用 定理 1 的 证 明 ,只 须 注意 哪些 地 方 需 
要 修改 . 首先 遇 到 的 问题 是 :由 于 质 量 是 可 正 可 负 的 ,矩阵 Q 中 出 
一 些 纯 虚数 . 但 是 QQ 仍然 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 它 的 特征 值 必 
然 是 实 的 . 虽然 P= 二 QQ 可 能 是 - :个 含有 纯 虚 数 的 第 阵 , 但 它 的 
非 零 特征 值 应 与 QQ 的 - - 致 ,因而 了 的 特征 值 也 都 是 实 的 .于 是 
前 面 这 部 分 论证 ,完全 可 以 照搬 . 只 是 到 了 最 后 一 步 ,由 于 方程 
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PG) 70 ff n PIERRE SER i 4 — 4E REGE 80 «BT DL REE 
用 Maclaurin 定理 而 只 能 用 Newton 定理 . 从 而 得 到 (2). 
这 里 不 准备 苞 很 多 篇 帆 来 说 明定 理 2 的 种 种 应 用 了 ,只 举 一 
个 简单 的 例子. 497 n—2.N 3, RE AAA 的 三 条 对 应 边 是 
abse HARK A 我 们 将 证 明 : 对 于 任意 三 个 实数 4.psy 成 立 着 
不 等 式 
CAa* + ul? re Z4 16 Ga vA4- ARD IN. (9) 
证 明 个 失 一 般 性 ,不 妨 假定 Au 0 C8 UI E GE 
一 4, 一 Ap- v) ,从 方程 组 
mm, T À, MyM p, Mam =Y 
中 可 以 解 出 一 组 实数 momom. S— JE EORPA un 
二 2, 航 有 
MTZ16M,M,. 
将 解 得 之 m ,ma ,ms 代入 此 式 即 得 (9) 式 . 
试 将 此 例 应 用 于 特殊 情况 . 设 另 有 一 个 三 角形 边 长 cp ye， 
面积 为 A 在 (9) 中 令 
A— —aicFbt ét pmai--bi tei: v=a tbe, 
TE XFER AME Pedoe 5 不 等 式 ， 
a^ CC at-E bi E c E! GT — bio (D) Hoc Gat BE — 2 Y2:16AA,. 


BOX x & 

[1] 杨 路 、 张 景 中 ,数学 学 报 ,23(1980),No. 5,740. 749. 

[2]Blumenthal, L. M. , Theory and Applications of Distance Geometry, 
Oxford. 1953,98— 93. 

[3 Hardy, G. H. 等 ,不 等 式 , 科 学 出 版 社 ,1965,53 一 57. 

[4jKorechmaros, G., Atti Accad, Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. 
Natur. , (8256(1974), No. 6,876- 879. 

[5]Pedoe, D. , Proc. Camb. Phil. Soc. 38(1942),397 -398. 
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度量 方程 应 用 于 Sallee 猜想 


杨 路 RAP 


中 国 科学 技术 大 学 数学 条 ( 合 肥 ,230026) 


$0 4l 言 


TE n 维 欧 氏 空 间 "中 ,一 个 有 界 凸 体 必 的 宽度 是 这 样 定 义 
的 :对 于 每 个 单位 向 量 z, 将 天 的 一 对 与 zx 垂直 的 支撑 超 平 面 之 间 
的 距离 记 作 (Ku). A 

w(K)=min r(K 0. (0. 1) 
我 们 将 wo OR K 的 宽度 . 

Sallee 在 1974 年 提出 猪 想 说 ,“ 内 接 于 球 的 所 有 单 形 中 , 正 
则 单 形 具有 最 大 宽度 ”; 他 当时 并 指出 ,甚至 对 三 维 情形 也 未 能 证 
BB. 随后 ,这 个 猜想 被 R. Alexander "p up 3c. 

本 文 获得 了 比 Sallee-Alexander &E BIB dii] ig . *— HU] 8d 
相同 体积 相等 的 单 形 中 ,正则 单 形 具 有 最 大 宽度 . ”从 这 个 命题 可 
以 直接 导出 [2j 中 的 结果 ,反之 则 不 能 . 

更 详细 地 讲 , 令 V(A,} 记 xn 维 单 形 A, 的 体积 ,我 们 证 明了 

w(ADEC,Y Gi. (0. 2) 


， 本 广发 表 在 《数学 学 报 34t1983), 收 稿 日 期 :1981 4E 5 H 18 日. 
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REC, ERIE n 有 关 的 绝对 常数 ,其 中 等 式 当 旦 仅 当 ALS 
正则 单 形 时 成 立 . 

我 们 的 方法 与 [2] 完 全 不 同 . 所 用 主要 工具 是 作者 曾 在 [3j 中 
给 出 的 两 个 命题 . 


$ 1 基本 图 形 的 度量 方程 


把 E" 中 的 每 个 点 或 者 每 个 定向 超 平 面 都 叫做 基本 元 素 ,由 大 
个 基本 元 素 构成 的 集 叫 做 E 中 的 一 个 元 基本 图 形 ，. 

i S 必 一 个 基本 图 形 , 写 = {eiyesy… er}, 这 些 e, UKN) 
是 基本 元 素 一 一 点 或 定向 超 平面 . 在 咏 上 定义 一 个 一 元 实 值 邹 数 


gi xOe-R, 
使 得 
Fe CH EI 都 是 点 ); 
Ele,.e),) = 


e, CH e; e, 都 是 超 平 面 ); 
dlee), C5 ei, e, 中 一 为 点 ,- -为 面 ). 
这 里 ,o(z,y) 表 示 两 点 roy 闻 的 趾 离 ,全 表 示 两 定向 超 平面 rsy 
之 间 的 夹 角 ,而 d(x,y) 则 表示 点 x( 或 y) 到 定向 超 平面 y( 或 x+) 的 
带 号 距离 . 
简单 地 记 g= Coe ,我 们 有 下 述 命题 ([3] 中 的 引 理 2. D; 
定理 上 BOs ieser mer) E E 中 的 基本 图 形 , 令 
6 二 1] 一 g。 (xi«N)J3t [6] F3 N 十 1 阶 方 阵 ; 


0 8, 3j). 
eB xs 7 3 l 
[$]1- 5 | (1.1) 
po 485 i 
à» 


记 PIS ]-—dei[&],9l:4 N7»n4-1 时 ,有 
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P[&]- 0. (1.2) 
定理 1 的 证 明 见 [3j]. 
Ema. 2) 的 方程 ,叫做 基本 图 形 的 度 基 方程 . 这 类 方程 在 度 
量 几何 中 扮演 着 极其 重要 的 角色 . 有 关 的 更 一 般 的 讨论 可 参看 
[4]. 


82. JVT 3| RE 


现在 我 们 回 到 单 形 的 宽度 上 来 . 

WH So 的 记号 ,用 zf(az) 表 示 A ET I9] u 的 宽度 , 我 们 有 

引 理 1 n ARE 4 的 顶点 之 集 为 5,S= {pi, beers 
pul bsp S 的 每 个 非 空 的 ,不 同 于 5S 的 子 集 4, 必 存在 一 个 定向 
XE P E] HE 848 SNACCH MH A 中 的 各 点 到 H 有 相等 的 带 号 路 
离 , 车 以 v 记 五 的 法 向 量 , 则 这 个 带 号 距离 的 绝对 值 ,就 是 +(4,， 
v). 

证 明 PR AS {p1,pas…' ,pr) Os ,考虑 向 量 组 
Ba= {p bis ps— pirt spa pii Pie: Paris Pita— Pais s aaa 
— Pii Ba 由 一 1 个 线性 无 关 的 向 量 组 成 , 它 生成 Er 的 -个 
n 一 1 维 子 空间 Ea Ea 的 正 交 补 子 空间 是 一 维 的 . 亦 即 ,存在 一 个 
单位 向 量 v 与 256, 中 所 有 向 量 正 交 ,而 且 这 样 的 * 不 计 正 负 导 时 
是 唯一 的 . 作 超 平面 

m :v*(r—p)-—0, 

K,iíUvt(r—f)0-0, 
W pisi be TE m Espino p Em EME m/m XXE IRI 
了 所 要 的 结论 . 

以 下 令 了 = {1 ,2,… "十 1 是 于 始 的 n+! 个 正 整 数 的 集合 .了 
的 一 切 严 元 子 集 所 组 成 的 集合 记 为 以 (用 fc| 表 示 集 o 的 元 素 的 
个 数 )， 
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,= (lolo CL, |a] =m}. (2. D 
这 样 , 单 形 4 的 顶点 集 Sm Ubi brem Bs ELSE T TR Sa 可 以 
和 工 的 - -个 子 集 o 对 应 : 
Se= {pela€ o ,a C1). (2.2) 
由 引 理 1 可知 ,对 5,, 当 1j 委 |c| 委 2 时 ,存在 一 个 定向 超 平 面 五 。， 
SNS,CH,, (i (8. S, 中 的 一 切 点 到 五 。 的 带 喉 距离 相等 ,这 个 带 喘 
ERII H, 有 关 , 故 可 记 作 d OH. 3; 0A v, 记 ,的 单位 法 向 
量 , 则 当 A, RER C vo R o 有 关 , 故 可 记 和 作 
cQ—r(A sv) = |dGH,) |. (2. 3) 
下 而 ,我们 给 出 cs 的 计算 公式 . 
引 理 2 若 4 JÉ n EÉ, A ZAAR S= {pipon 
Pea WINES 的 尾 - - 非 空 真子 集 $S,, 有 等 式 


x E 0 
: : Bi 
: S : 
"IR LS] : i4 (2.4) 
| B. 


xXHBDS),PLS ]W.CG. DE. 22r, 9,2. 32 sif 
|. G€o), 
B= G & o). 
证 明 考虑 n2 元 基本 图 形 €,— Usb HL WES 
上 = 
fd HY), G€o, 
s (i& o). 
由 定理 1,3] G, 有 
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` : Da 
S : 

PLS.]= | : |=0. (2.5) 
SARANDE E eie 
0 Qi ttt l 


把 行列 式 的 未 行 末 列 除 以 d(H.) JETE RE SIUS c |d CH.) | ,由 
(2. 5) i£ fa (2. 4). 
引 理 3 XJ » ERE ,有 
wCA)- min {rt}. (2. 6) 


aLi 
A tati 


iX Bw CAD A ZAE, E— (01,2. n4-11 fi c 8002. 30 BI 

yf. 

证 明 iu E E 中 任 一 个 单位 向 量 ,r 是 以 & 为 法 向 荆 的 A, 

的 支撑 半 而 .不妨 设 A 的 顶点 都 在 7x 的 正 侧 或 在 x LE. d, 

—dí(p,,z). 这 里 Potts pen ME A, 的 顶点 . Ii dlp x Ë 到 元 
的 带 号 距离 , 则 显然 有 


TA) à ax (di. (2. 7) 
对 n1-2 元 基本 图 形 名 :二 {pis pzr't ,Pay1sXT} 应 用 定理 1, 得 
JONG | 0 
i d 
i S : d 
rte,- | L5] San (2.8) 


0 dd, ] 
这 里 $= (Pis prsta Paii te WE TA, 42 =t, IH Ta 除 (2. 8) 中 行 
列 式 的 末 行 末 列 ,得 
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一 0. (2.9) 
m E 
由 (2. DARE d, dE fh «aT oss sf ELUÉ 6 中 至 少 有 一 个 为 
0, 至 少 有 一 个 为 1. 

从 (2.9) 中 解 出 (P,, 表 卫 的 对 应 于 g;, 的 代数 余子 式 )， 


:0 
7 
koc] SE i 
i P[S]| P 
MODEM ua 1 
Q Be) Q 
中 | 1 ntl 


--Pi242ACORASDe. (2.10) 
我 们 指出 , 否 菜 个 专 隆 0 或 1, 总 可 以 把 它 换 成 0 或 1 而 使 (2.10) 
的 右 端 变 得 更 大 或 不 变 . 事实 上 ,考察 (2. 10) 的 和 号 中 与 1, X 
的 那些 项 之 和 : 
| 22. PES] - PLE] CL P, eO). 


34 (C- P4ES 1t OS RNE 2, S 0 m SA CT PSDS o - 
C770 B] WAP e, EX, 1. 由 [3j 中 的 公式 (2.4) 可 知 PLS] 和 P,,[S] 
都 是 负 的 , 故 这 样 的 代 换 下 (2. 10) 右 端 不 减 . 经 过 有 限 次 代 换 后 ， 
诸 扇 都 变 成 0 或 1, 于 是 由 引 理 2 E 
nem. 
ix o dE I— (1,2, ,wn 十 1} 的 某 个 非 空 真子 集 . 引 理 3 得 证 . 
PA F3} m-—l.2,.-..d 
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D.— 2n *. (2. 11) 


Ey 
ix B 5, 由 (2. 1) 给 出 .我 们 来 计算 D, 之 值 . 
引 理 4 设 Y(CF) 表 2 维 单 形 ,各 侧面 ,的 (x 一 1 维 ) 体 积 ， 


VAJRA 的 体积 ,| | 按 通常 表示 组 合 数 , 则 有 


Sv 
D,-[* 1] ey: (2.12) 
证 明 按 引 理 2 的 (2. 4) ,我 们 有 
区 有 [2 [5], (2.13) 


ix € P,[S Myid PLS] 的 对 应 于 元 T 的 代数 余子 式 (ij 一 1， 2， 
-a +1). FES 


Dp 7 55 
o£ 3. se ics JEa 


pi 5 im ENTER 
uin zi 2 P15] 
=(P[S]) ， 171 Ss 


i 
HS Ses] 
mn—E xm ppm] : 
但 是 

i E p 

"er 1 : : 1 
2)2)P4S]-— || | æ | i-o, 

t 1 : | 1 

0 1 1 0 
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Bye ^ EDA 15). (2.14) 
男 一 方面 ,由 单 形体 积 公式 ([3j 中 $2, 式 (2. 4)) 
P|S]=— (n! YV’ CA), 
PRS]—-—G-—20D1'V*CF), 
代入 (2. 14), 即 得 所 和 欲 让 之 (2. 125. 8| 8 4 证 毕 . 
引 理 5 按 引 理 4 中 记号 ,有 


2l] 
DVE Sn | zu VA), (2.15) 


Krp 255-34 HIH A 为 正则 单 形 时 成 立 . 
3|38 5 不 过 是 13] 中 定理 的 一 个 特例 ,在 [3] 的 (1.5) 中 取 
m-—i—k-41—-N-—1-n, 
Bp (3x BLA SC C2. 15). 


83. 联系 着 宽度 与 体积 的 不 等 式 


本 文 的 主要 只 的 是 导出 干 列 的 
定理 2 若 w(4 各 V(4) 分 别 记 ?2 维 单 形 的 宽 庆 和 体积 , 则 
有 
wOADRCV GUT. (0. 2) 
其 中 


1 7—] 
EI ES 
MEME I LI al D AL A (3.0 


n1-11]? ?2 十 1 t 
5 [ Canin 
而 且 (0.2) 中 的 等 号 当 召 仅 当 AL 是正 则 单 形 时 取 到 . 
UB 对 一: 切 s€ 53, 计算 zr,? 的 算术 平均 A, M. G^, 3l 
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JE 4.48 


Til 
n=] ViCE,) 
Fast) 'D ml zur 
A. M. (c Jus m | ^ d ntl V*(A,) 
n ad 
1 1 
mi--1—m). Vr Ga) 
?7i n — pn =] 
= ant) V*CA 682 
BR, Y m= [57 ng. (3. 20 B 4 AREAK, B 
max (A. M. (e 2)) 一 Ad p D (3.3) 
另 - -Jrm.H 5p 3 
wA) min MG CU Und 
Pu -ogde|-n 
[4 
w CA, je max A2 = A (r4). (3. 4) 
lel= [ 57 
由 《3. 4) 与 (3. 20,18 
egeo] Eve 
w '(A)z— —. (3.5) 


re - 3B 
BEI JH S [FE 5, 把 (2. 15) 代 入 (3.5), 化 简 之 后 即 可 得 到 (0. 20. 并 
可 确定 C. 之 取 值 如 (3. 1). 在 推导 过 程 中 , 必 SE WI OE AE SE - 
pita es TE RU I 而且 至 少 在 使 用 (2. 15) 时 是 
JE ARE MOS BUS A, 为 正则 单 形 时 ,(0. 2) 中 的 等 式 成 立 . 定 
PR 2 证 毕 . 

这 也 就 证 实 了 我 们 在 引言 中 的 断言 :一 切 维 数 相同 .体积 相等 
的 单 形 中 ,以 正则 单 形 具有 最 大 宽度 . 

现在 让 我 们 顺便 导出 Sallee-Alexander 的 定理 ; 


推论 ”内 接 于 款 的 所 有 单 形 中 ,正则 单 玫 具有 最 大 的 宽度 ， 
证 明 只 要 指出 ,内 接 于 - :个 球 (不 妨 设 其 为 单位 球 ) 的 一 切 
单 形 中 ,以 正则 单 形体 积 最 大 就 够 了 . 而 这 个 事实 是 熟知 的 


参考 文献 

[1)Guy R. K. , Problems; Lecture Notes in Math. 490, “The Geometry of 
Metric and Linear Spaces", Springer-Verlag, 1975. 233- -241. 

[2]Alexander R. , The width and diameter of a simplex, Geometriae Dedica- 
ta, 6:1(1977).87 94. 

[3j 杨 路 、 张 景 中 ,关于 有 限 点 集 的 - -类 儿 何 不 等 式 , 数 学 学 报 ,23;5(1980)， 
740 -749, 

L4j 杨 路 、 张 景 中 ,抽象 距离 空间 的 秋 的 概念 ,小 国 科学 技术 大 学 学 报 ,10:4 
(1980) ,52—85, 

[5]Tanner R. M. , Some content maximizing properties of the regular sim- 


plex, Pac. J, Math. , 52(1974),611— 616. 


336 


伪 对 称 集 与 有 关 的 几何 不 等 式 ” 


杨 路 张 景 中 


中 国 科学 院 成 都 分 院 数 理科 学 研究 室 (610041) 


80 5|. A 


N 个 点 在 空间 E 中 怎样 分 布 算是 “对 称 ” 的 ? 例如 在 p, 
34 N254,6,8,12.20 时 ,NN 个 点 不 可 能 是 某 -- 正 多 面体 的 全 部 顶 
点 ?它们 的 分 布 能 否 具 有 某 种 对 称 性 ?这 是 在 考虑 某 些 几何 不 等 式 
等 号 成 立 的 条 件 时 要 产生 的 问题 . 有 一 大 类 涉及 某 个 点 集 扣 的 儿 
何不 等 式 拉 ,其 等 号 成 立 的 条 件 都 是 :名 X T EG DEHmE SR E 
一 个 球 . 作者 把 具有 这 种 性 质 的 点 集 叫做 “惯量 等 轴 ? ,这 -术语 反 
映 了 点 集 在 某 种 意义 上 的 对 称 性 , 另外 有 许多 几何 不 等 式 , 它 们 的 
等 号 成 立 的 条 件 是 点 集 在 不 同意 义 或 不 同 程度 上 的 某 种 “对 称 

本 文 引进 了 &"- 伪 对 称 性 的 概念 ,这 是 比 “ 惯 量 等 轴 ” 更 强 的 
对 称 条 件 , 并 建立 了 有 关 的 几何 不 等 式 . 然后 讨论 了 擅 对 称 有 限 集 
的 代数 特征 . 文中 将 离散 结果 应 用 于 紧 致 曲面 ,获得 了 超 球面 区别 
于 其 它 曲面 的 一 个 新 的 特征 . 
设 .是 所 中 的 紧 致 曲面 ,F x Z HR. S 


* 本 文 发 表 在 《数学 学 报 36(1986) , 收 稿 日 期 :1984 4 4 H 22 H. 
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M.) = e, pe — y['deCro)daCy) 
den A RRF”, EER T AFA 
MCI 


SENS EIUS CU 是 个 超 球 而 . 


MCF), 


$1 擅 对 称 集 与 离散 的 几何 不 等 式 


定义 1 设 忆 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 点 集 .我 们 说 作 屁 
E"- 坊 对 称 的 .如 果 马 dg ede n zB mH 

COS 中 所 有 的 点 都 分 布 在 k 中 的 某 一 个 球面 5S”! 上 

(让 球面 S”! 的 中 心 0 恰好 是 集 马 的 重心 ; 

(zi7) 号 关于 O 〇 的 惯量 椭 球 是 一 个 球 . 

据 此 定义 ,下 弥 酚 个 结论 是 显然 的 : 

引 理 1 一 个 nn 维 下 多 面体 的 全 部 顶点 之 集 是 EUG TRIS. 
一 个 n—1 维 球面 上 所 有 点 之 集 是 E"- 伪 对 称 的 . 

引 理 2 如 果 仿 和 性 * 都 是 E"- 伪 对 称 的 ,而 且 马 和 马 * 分 布 
在 同一 个 球面 上 , 则 它们 的 并 集 S UO" qux E HIRA. 

下 面 将 给 出 伪 对 称 集 的 一 个 几何 特征 . 

R Os {zyzos… ,7w} 是 EE' 的 有 限 子 集 , 令 |x,--xj| 表 示 两 
点 ona, 之 间 e mu M, 表 这 些 踊 离 的 x 次 党 的 平均 值 


M.(®) = NN wa. lz a) 
注意 到 |z, 一 z,| E m zs 


M, (&)— MTNCA x aen 


= 17 = 
设 C 为 点 集 名 的 重心 , 令 
a—|r—G| G-1.-,N) (2) 
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LEGE: XS 


LG 7 gc D dz. b 7D" (3) 
Emi Gai —alYX vp THA. 
我 们 将 建立 下 述 的 


定理 1 XIF E 中 任何 一 个 由 入 个 点 (N 六 nn) 组 成 的 有 限 点 
ik 6 AURA 
DAC d T FIMO (&) (4) 


m RI USA ATHE PEL Ht 
球 是 一 个 球 ， 

这 个 定理 的 证 明 主 要 依赖 于 下 面 将 要 投 述 的 引 理 3, 它 是 一 
个 更 为 普遍 的 已 知 结果 的 -个 特 款 . 设 以 Ni 表示 OS 中 各 点 间 两 
两 距离 的 平方 和 , 令 N, 表示 以 名 中 的 点 为 顶点 的 所 有 三 角形 面 
积 的 平方 和 . 则 有 

引 理 3( 见 [7 中 的 (1.5) 式 ) XE TF E" 中 的 任何 一 个 NN 元素 
HARRIE SETER 


8 
NiS- n 


md 
成 立 , 而 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 包 关于 其 重心 的 惯量 精 球 
是 一 个 球 . 

定理 1 的 证 明 今 a,=1zx;-…xz,|, 并 令 T(x,) 表 示 驴 关 十 点 之 
的 转动 贷 量 , 即 


NN; (5) 


IG) 2 ali MN. (6) 
Le IG) S 关于 重心 6 i585 P Eg d RIA EIN 
FSO a Iag]. (7) 


TR 
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24 Wiz! 
]Izz Aeg 
NN -D, 


-N* 2, Gia ©). (8) 
" £L 
EAE 
AÈ. el pb xn i= 2] 


现在 令 Aa RRV xen ons 为 顶点 的 三 角形 的 面积 . 由 熟知 
的 面积 公式 我 们 有 


16 E 
lE AUN DX eme 
(Zaat 十 2a 十 2a8a2 一 ai, un y ai ) 
j 
-22 DAR aai] -N— 2) Pos ED 
即 
53 2, ahai] =(N—2) 22 as+16Ne — 00 
IES T i lurgmoM 
A aed 整理 后 得 到 
` 3 En 
Ni- T -> as +4NN; MOD. aD 


将 (5) 代 入 (11)， — 
M.) i 1T 1M) LO. 


JE BO 22 (1 SEE SR B5] G0. SESS OLBIA VF 03 TFE 
等 号 只 出 现 于 (5) HOFS p LA] DS UE CE CO 2E EN R3 S 
件 .这 条 件 是 :名 XT DUREE HERE TER. 
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定理 a 对 于 扬中 任 一 个 由 NN 个 点 (NN 之 n) 组 成 的 有 限 点 
f SX 
MGR nt lice) 2) 


成 立 , 等 号 成 立 当 目 仅 当世 是 EDITI. 

证 明 〈12) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 44) 的 等 号 成 立 , 而 且 
L(8)—0. BR LCS) — 0 等 价 于 条 件 ( 六 和 位 ) ,而 (4) 的 等 号 成 立 
A Ur ZR UE Gii). 

iX xg RESET £65 GUB ECEB REL] PU CREE] 8] REF 
闻 的 一 个 不 等 式 关 系 , 而 等 号 成 立 的 条 件 恰 好 是 前 面 所 定义 的 的 
对 称 性 . 


$2. 应 用 于 紧 致 曲面 


设 久 是 EP 中 的 紧 致 曲面 , 令 下 表示 .多 的 面积 . 取 DIE 
心 为 坐标 原点 . 我 们 采用 下 面 的 量 LOKANS 与 超 球面 之 
间 的 偏离 


LGg)- al, .| cat: — |y[D'de(de(y). — a» 


又 令 MADOR F W r GEPS A SLE. 则 由 定理 1 取 极 
限 立 即 得 到 

定理 2 XE 中 任 一 个 紧 致 曲面 多 ,有 
n+l 


n 


MCFE 


MCF HLICF ) (14) 


成 立 . 
作为 这 个 定理 的 -个 推论 我 们 可 以 得 到 ,使 一 个 超 球面 区 别 
于 其 它 曲 面 的 一 个 新 的 特征 . 
定理 2a 对 gr" 中 任意 一 个 紧 致 曲面 多 ,有 
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MERIT Mio), (15) 


等 号 当日 仅 当 ,多 是 一 个 超 球面 时 成 世 . 

应 该 注意 到 ,这 里 涉 及 的 弦 徊 积分 是 二 重 曲 面积 分 , 它 不 同 于 
经 典 积分 几何 中 的 强暴 积分 1 或 .在 那里 J 是 凸 体 上 的 二 重 
积分 ,而 


L^3rG-194. Li 


XT E BRE SEBU I,( 或 J,) 之 间 的 不 等 式 一 直 是 有 兴趣 的 课 
题 “ , 另 一 方面 ,目前 我 们 还 不 知道 怎样 把 本 文 的 不 等 式 推广 到 
一 般 的 M. EX. 


NS 3 ” 伪 对 称 有 限 点 集 的 代数 特征 


首先 考虑 满足 定义 1 的 部 分 条 件 - - REORG US. 
这 类 点 集 引 起 兴趣 "因为 它 能 使 某 些 泛 函 取 到 极 值 .名 及 有 关 
记号 如 8$ 1 所 述 .一般 将 N Up Pe Calo | O 的 “平方 距离 阵 ”， 
其 重要 程度 可 能 不 亚 于 Cayley Menger EE. 

定义 2 有 限 点 集 儿 的 平方 路 离 阵 的 特征 多 项 式 

SA = det (af — AE) 
ng S 的 特征 多 项 式 . OEIT A 
0 1 l "e 1 
PE eaa 


1 
| ah —à - 
l 


fg(A)= (16) 


叫做 S 的 次 特征 多 项 式 . 


342 


a4 iO Ru mAC GN GOBLN T 25x 8)58 V HERE 
多 项 式 与 次 特征 多 项 式 有 关系 为 
Nf (0 2 Q—o0gQO). (17) 
这 里 <=2NR:,R 足 人 所 在 球面 的 半径 . 
这 引 理 的 推导 从 略 .由 之 可 直接 推出 
X0 对 二 满足 条 件 ( 避 和 (站) 的 N 个 点 的 集 驴 , 它 的 次 特征 
多 项 式 g(4) 的 根 都 是 特征 多 项 式 (和 ) 的 根 , 此 外 ACA) 还 有 一 根 
HJ 2NR'. 
H 3e idi pe ER SREES CURE EXTR S 9E PRÉS 
引 理 5 如 果 有 限 点 集 驴 的 凸 包 是 n 维 的 ,而 且 驴 关于 其 重 
CHRR MKE- AR W S 的 次 特征 多 项 式 只 有 个 非 零 根 ， 
X n 个 非 零 根 是 相 重 的 (x 重 根 ). 
这 个 结果 是 已 知 的 , 清 参 看 [8] 中 的 推论 4.1. 下 面 将 建立 本 
节 的 主要 定理 .. 
定理 3 设 亿 是 NN 个 点 的 集 (N>>n), 则 驴 为 所 - 伪 对 称 集 
的 充分 必要 条 件 是 ; 驴 的 特征 多 项 式 与 次 特征 多 项 式 之 闻 的 关系 
为 
NG 一 (AL 一 cC)pCA)， 
而 且 g(A) 只 有 半 个 非 淮 根 , 这 盖 个 非 零 根 相 重 . 
证 明 由 引 理 4 和 引 理 5 知 , 这 条 件 的 必要 性 是 显然 的 . 下 面 
证 条 件 的 充分 性 . 
设 g CORE) n IP AEREAR Z3 n HOT AE CO PP RE SURE EUR 
开 , 注 意 到 gOOBINHCE BUDE m 5 EXE KS MEI 
nu 一 一 总 pom (18) 
其 次 考虑 .Fi 的 根 . 由 假设 /(2) 除 拥有 g (4) 的 全 部 根 外 还 
男 有 一 根 c. 注意 到 平方 距离 阵 的 迹 必 然 是 零 , 可 知 FA) 所 有 根 之 
和 为 零 . 于 是 有 
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c= — nàg. (19) 
将 多 项 式 / (和 ) 按 定义 展开 ,注意 到 它 的 4 个 根 是 ,一 个 根 是 
一 A, 而 其 余 的 根 是 零 . 由 根 与 系数 的 关系 容易 算出 


AREL i 3 aj. (20) 
2 LELEN 
将 (18) 与 (20) 比 较 就 得 
M.(®) - 0l ntl, Mi(S). 
2 


BEER 150.G 是 E'-Dyxt PRIN. 定理 3 证 毕 ， 
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关于 伪 对 称 集 的 一 个 注 记 ” 


tem ” 毛 其 吉 
扬州 师范 学 院 数 学 条 (江苏 ,225002) 


为 了 研究 其 些 不 等 式 的 需要 ,最 近 文 献 [1J 引 进 了 擅 对 称 集 的 


4 


概念 ， 
定义 WEE dé n 维 欧 氏 空间 E" 中 的 一 个 点 集 , 我 们 说 乞 是 
E" 伪 对 称 的 ,如 果 S 的 凸 包 是 维 的 ,而 且 

OS 中 所 有 的 点 都 分 布 在 E" 中 的 某 个 球面 8" E; 

(让 ) 球 面 S$"! 的 中 心 O 恰 好 是 点 集 驴 的 重心 ; 

GDS 关于 O 的 惯量 精 球 呈 是 一 个 球 ， 

显然 ,在 E 中 总 存在 着 含有 任意 N 个 点 (YN 盖 2) 的 擅 对 称 
集 , 值得 考虑 的 是 空间 E 中 N 个 点 适当 分 布 是 否 总 能 成 为 E 伪 
对 称 的 ? 本 文 证 明了 如 下 的 定理 . 

定理 1 在 户 中 , 当 n 为 偶数 时 ,n 十 2 个 点 必 能 成 E" DUE 
的 ; 当 为 奇数 时 ,x 十 2 个 点 不 可 能 成 为 E^ DERI. 

定理 2 E* 中 2k 十 ?2 个 点 之 集 马 = {Pr Pan E E* 伪 对 
称 的 充 要 条 件 : 仿 是 Es*+! 中 某 个 正 单纯 形 顶 点 之 集 仿 ' = {Qi， 
,Qtz} 在 E”* 上 的 下 投影 ,投影 方向 就 是 点 集 {Q1,… Q.A 
重心 与 {@;;,…,Qw,:}) 的 重心 连 线 的 方向 . 
~ EXE REHE 1901980 , UCERCEL 31.1987 4E 4 H 7 H. 
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由 定理 1 可 知 , 文 献 [1] 中 给 出 了 很 有 价值 的 不 等 式 ; 


六 一 上 . 2 十 1 
M, Z—— N a -Mi (5), 


当 N—n2 时 ,n ARRUTI E AER M » HAR, A 
RISE. sz. , Bil ix RHEA 


CN EY 


MG ON 5, MG») (N —n--2 为 奇数 ). 


LH bx MOER E" P NAA P, c Bl A) rx EB) 
Hh. 8 


M,(&)= NOCT mos PP. 


为 了 EALS EES ER COH ER 4. 2. 
E" 中 点 集 所 一 (PP， Py Pa N >n) W ARRE 一 个 球 的 
充 要 条 件 是 : 扎 是 五 d'y 2a ]8] E^ :中 某 个 正 单纯 形 项 点 之 集 名 
z (Q, sQ; srt ,Qj 在 E* EK 下 投影 . 
恨 据 这 个 定理 ,我 们 先 在 E" ! 中 给 出 一 个 正 单纯 形 顶 点 之 集 
号 ,将 它 向 太一 作 正 投影 ,再 判断 这 N 个 射影 点 ,能 不 能 在 以 
重心 为 中 心 的 某 个 球面 SY :上 上 ,从 而 知道 它们 能 不 能 构成 伪 对 称 
集 ， 
容易 验证 ,E* "BEEN 个 点 : 
Q,— (0,-,0,1,0,--,0) (;—1,2.:**,.N—10), 
Qu= lasas a), r —À 
它们 之 闯 的 距离 都 等 于 Y 2 AmE E ' 中 的 -. 个 正 单纯 形 的 顶 
ARR S" = yogon qs HA Eù 人 "的 坐标 为 
De equip gi. 
VEO BA I8] u= Gauss usc FIXE C7 BRIDE E r (ETE TE 
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影 ,N 一 2 EE EE <( 即 E" REDEA PEN 


u(P—G' )—0. 
Q, E x Etfi 8 de 

P,=Q, tut,» 
其 中 SUB TE imas N. 


点 集 名 一 { (PiPPa) 的 重心 ， 


1 2E -G', 


|Z » = Qe d-ut, |? 
= |Q.—&G* | HH ul —G* ) 


INE ES 一 以 2T. 
N |a | 
I IE N TA P. EA G 为 中 心 的 球面 S” EB) TERR (ES 
[u (GQ) T — —[u(G* Qu T [u(G* - QT. 
DE uQG* —Q2-—wu(G' —QD.1xr—;N—1,Dn& 
u,—u, 


iX u(G' —Q)— —u(G* - Q,). 则 有 


ud u,—2uG' 2p p (1) 
故 u 的 分 量 z 至 多 能 取 两 个 值 . 
au 的 分 量 全 相同 ,不 妨 设 u—O. D ,代入 下 式 
[CC Qs D F--[u(G* QD T. 


得 [(N—1)g- dM a)(N—1)*. (2) 
将 a= - c depu 
ES jj m LE YN ley cr, 
NHIN NN 
1—CN—1??, 
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这 与 NIT2 fl. 
bu HARER HE N—1—4LT A2 HERUGUST,2, 7, 
N 一 2) ,由 (1) 式 得 
1+6b=2gt (HON —1—22]. (3) 
这 时 (2) 式 成 为 
[ig - ON  1— Dge—b J| — Gr —aY(123-ON—1— DT, 
将 (3) 式 代入 得 


G 一 六 ?一 | j| n T5), 


1—5. 1 十 
故 1] 十 5 ad] "' 
1 十 YN 
b-1]—2 E , (4) 
1 十 /N-TI 
poz us cs AC. 
XB ORE 5—1—2«(N -1—Dy 
与 (4) 式 比较 ,应 有 
UN VN  t1—1- /N 
201 4-2— NN lc-N-cI : 
解 之 ,得 = 一 1 十 1. 
当 N 为 奇数 时 ,与 /为 粘 数 闻 盾 ;而 当 NN 为 偶数 时 ， 
i WN LN 
: z | 5 Laur Emp 2E 
投影 方向 
«i Een JB ZN | 
2+vVN O ÁN] 
N g ves. E 
E S rp 
Z 
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N 个 


E S 
kal IPM E zx 
S u-—ileeÓu——-—..——-—ll. 
l —-/N s/N 
"fT -gmB2 
BT s Qi QUÉ SED Gi DERI. dept Q0,7,00, 
2 
Qu irn QV 的 重心 G: MRE Eaa, Loa LED. 
NA 
NA 


GG: 的 方向 平行 于 (1 一 za,1- aà—1-a,*7, —1—a2 // u. X. 
QrQ evQY-: 的 重心 与 QY，…Qx-; 的 重心 连 线 平行 卫 z. 因此 
不 仅 定理 1 获 证 ,而 且 给 出 广 如 定理 2 所 述 的 构造 一 类 伪 对 称 集 
B] RARO TE. 


AX xa 
[1 杨 路 . 张 景 中 , 切 对 称 集 与 有 关 的 几何 不 等 式 ,数学 学 报 ,29(1986).6 : 
802—806. 
[2] 杨 路 . 张 景 中 ,关上 有 限 点 集 的 - -类 几何 不 等 式 ,数学 学 报 ,23(1980) ,5 : 
740 一 749. 


[3] 张 景 中 、 声 路 ,有 限 点 集 在 伪 欧 空间 的 等 长 谨 入 ,数学 学 报 ,24(1981) ,1 : 
481—487. 
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球面 型 空间 中 伪 对 称 集 的 两 个 几何 
特征 与 有 关 的 一 个 几何 不 等 式 " 


杨 世 国 


安徽 教育 学 院 数 学 条 (合肥 ,230061) 


1. 主要 结论 


关于 度量 空间 中 点 集 在 各 种 不 同意 义 下 的 “对 称 性 ”的 研究 ， 
是 十 分 重要 和 有 趣 的 . 最 近 , 杨 路 , 张 景 中 在 义 [1] 中 提出 了 “ 伪 对 
你 集 ” 的 重要 概念 , 它 反 映 了 欧 氏 点 集 在 蘑 种 音义 上 的 对 称 性 ,有 
许多 关于 点 集 的 重要 儿 何 不 等 式 ,它们 中 等 号 成 立 的 条 件 是 点 集 
具有 这 种 对 称 性 . 因此 ,全 面 . 深 刻 地 认识 伪 对 称 集 的 名 种 几何 特 
征 是 十 分 重要 和 有 意义 的 ,本 文 给 出 了 球面 型 空间 中 伪 对 称 集 的 
两 个 几何 特征 与 有 关 的 一 个 几何 不 等 式 . 

关于 AKER E^ 中 伪 对 称 集 ,[1 ] 中 给 出 如 下 定义 ， 

定义 设 c 为 好 中 的 一 点 集 , 称 c 是 玖 - 擅 对 称 集 , 苦 e 的 凸 
ti fé n *ER).H 

(c 中 所 有 的 点 都 分 布 在 E" 中 的 某 RID ST bs 

(i) 球面 5 一 :的 中 心 0 恰 为 点 集 o 的 重心 ; 

GiDo 关于 O BUR EIER EE — AER. 


* 本 文 发 表 在 & 数 学 杂志 别 (1992) , 收 稿 日 期 :1989 4E 10 月 6 日 .收入 木 
durus e s. 
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由 此 定义 出 发 , [1 中 给 出 了 E-A RE- :个 几何 特征 ， 
根据 E&"- 伪 对 称 集 的 定义 ;可见 E" 中 的 伪 对 称 集 必 是 球面 点 集 ， 
FUE. E" 中 伤 对 称 集 的 研究 ,可 直接 对 球面 型 空间 中 点 集 进行 研 
究 . 本 文中 约定 S, 表示 曲率 半径 为 + 的 ”一 1 维 球面 型 空间 , 作 
者 研究 了 球面 型 空间 S, ,中 伪 对 称 集 , 从 而 获得 了 S, Lr DUE 
称 集 的 两 个 几何 特征 定理 和 有 关 的 一 个 几何 不 等 式 定 理 , 即 下 面 
的 定理 1 .定理 2 和 定理 3. 

定理 1 {os {As Ante Ass (NI). fH A, 5 


A, 间 的 球面 距离 为 4,4， —$, OS HL RN) o dé Dou PRSR D TG 
分 必要 条 件 是 


It Se. HW 
l 
9n(n-- 1) 3 ^ -l ; Po : ; Vs 22877 m 
[0e] Tn 2rsm gr "sin sy) . (D 


定理 2 i a= (A, 45, As CS, I CN >n), H8 A; 与 


A, 间 的 球面 距离 为 4.4 =o, 人 
充分 必要 条 件 是 下 面 两 式 同时 成 立 


2 sin? Raa 
EAD eL 2r 4 : 


pua sin! f&  CCE DN? 
2, 


laag N 8n 
关于 球面 型 室 间 S, o PARAR o AEZ FREI ERIT RS R 
们 得 到 下 面 -个 与 伪 对 称 集 有 关 的 一 个 几何 不 等 式 . 
定理 3 设 o= {A A Ay} ETS, lan (N72), E A, 与 


A, 间 的 球面 距离 为 4 4 一 % Coni je ND MERER 


(2) 


J51 


N* ~ » 2 Br 2 £u 
16 Zo 2r — 2r 
6 DR Ua) 
qULSEOLL TA um. 2 fo 2 $4. . o 9h 2/3 . 
* Uo —1* T | "moy ib or sinf 2rsin 2r| ， (3) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 是 伪 对 称 集 ， 


2. 基本 引 埋 


为 了 证 明和 1 中 的 玫 个 定理 ,在 本 节 中 我 们 提出 并 证 了 明 下 述 
几 个 引 理 , 六 了 行文 方便 起 见 , 本 文中 记 
| Q2 D2 n2 $8 ,, 2 FAN 
0 s m s 


sinf — in or sin FF 
o2 ffi Ede. s op AN 
V sin 2r 0 sin or sin or |. a) 
29wi ine v2 2 fs 
sin 2r sin 2 sin 2r Ü 
f(A)=det(dr A—AED, (5) 
|o ] .. ] | 
(2)= |l D ; (6) 
i j4 A—AE | 
WE A 


即 /CO 5 gO N 阶 方 阵 ta 的 特征 多 项 式 与 次 特征 多 项 式 . 
5| 理 1 设 人 一 CA, As, ** CS ics Pd A, 与 A, RT RA ER Bi 


3B EJ ALA,— 9, 0 n jENOVWIATEA 


: Mo Pu A 
P2: T 27 9 A" (7) 


党 导 当 且 仅 当 S._ 1 之 中 心 0 与 6 之 重心 重合 时 成 立 . 
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注意 到 aj 77 Ar sin’ 22, 由 [1 中 的 引 理 4 与 [2] 中 的 推论 4. 1， 
^ remet dg. 

Sig 2 设 6 -— As Ao s An) CSa Lar ;点 A, E A, [a] EATER Fn 
REPE A A m e oie jm ND ,车 5,1 之 中 心 0 与 o 之 重心 重 
合 , 则 

NAD = A—2Nri)g (A). (9) 

引 理 3 iko—i(A, A7. AS CS. uoo HGE E n ?ERS, 
A, 与 A, 间 的 球面 距离 为 44 p CH ci c je ND UE o Xe FERE 
心 的 惯量 畏 球 为 一 个 球 的 充分 必要 条 件 是 gt 只 有 了 个 非 堆 根 ， 
且 这 半 个 非 索 根 是 相 重 的 ， 

5|38 4 设 d= (A, | Aat Ant EOS, ls? (Nn. A; 4 A; 


间 了 球面 距离 为 44 p (Oi jENDSUM FOR MER n 
^r ff, HERRENE. 
证 明 it Soz HtA oO OA S= ü-1,2,.».N),li 
år’sin? foL AL =- 205—929. 
2r 
id 
D—ü2a*4Nx-l. 
J RU Ee 183 N 阶 方 阵 .- 于 是 有 
4r A43-D-—2-:*J. 
由 L3] 中 结论 可 知 ， 
rank (4 A) —n4-1, 
KIONE ntl 个 非 零 根 ; 显 见 
pA) =det(2r7—AE) 
只 有 有 一 个 非 淮 根 AC —2NE D EXE TE SE SR E. 
ik £O AGO) — det D— AE), p COE HEC. B IN SUC BE SU EG 
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A, CO AD AS CI, 
Aj GO AS CGRO Ar CAD 1 
A GO ACD A Cp). 
由 Weyl 定理 的 推论 ,有 
ACDA) CG=1,2,.,N), 
所 以 ANSA SNY, 
ACÁOSÀCB—0 (2,3, N). 


BT TAr 77-0, KG. 22A 006, 即 
NONE 23499 


d KOH 1 有 一 IER AGO, RET n SM ica s Anis C) 
SAC EARS DA. H, 


: 2] 
We (10) 
引 理 5 db o—iA.A,, 7. An} CS, e N >n), A; 5 A, 0 
球面 距离 为 4,A, 二 gg， (st< js ,出 
l 
N? 4 Pi eng] 
e m 2 rien 
.| 2 NE a Pen Pa 
TA sin 2r sin or sin 2] ， (11) 


3S BOLA Bp OEmBEBES 
证 明 Hoa 与 Se 分 别 表示 ÁCOER SB. & Aag 
AU RIKGEZUE. Veita 定理 ， 


16r* "- sint Z=- pe (12) 


645 D sin! Wn Dy (Bla aa) 
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THN T}? 


(0,1, 5— 1), MARKERET, 
A | "n | 
S, X COH 2 ODRED HH D lar CoL] 
« = 0 r D 


一 时 DHEAS) =H 


X. dài JOE HA 


ACF). (14) 


no-l 


SERN 228 OSA Zaha P) >0. 


而 i PP DN 
Se y: &«n[ =A). 
所 以 
0<S:< ls. (15) 
BT 
QN 
aS, 24. 0)—0, a8) 
5-2 G-S)0-—15,, (17) 
a= — G7 808,1 8,—-5,80]1- 18, (18) 
由 (14)、(15) 两 式 , 有 
n? 12/8 
saco 3 Ex s. 
再 由 (17}、(18) 两 式 , 得 
On(n--1) 
一 了 > 2/3 
zb dp 


将 (12)、(13) 两 式 代 入 上 式 便 得 不 等 式 (11), 且 易 知 (11) 式 中 等 号 
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Wt ST BU REDDE AR PROUD ODMAR S e IER SZ ECHO. 
CASA S TRE TER DARE UEBER Axs UOS SUD mn 
=A CABI /COBS fff i4 


3. ESEZ HEHH 


有 上 了 上 节 中 的 几 个 引 埋 , 本 季 完 成 定理 1.2、3 之 证 明 . 本 节 中 
的 记 苇 意义 如 前 . 

定理 1、3 之 证 明 ; 

KEROH T-77 48 

mo. nf (19) 
(19) 式 中 等 女 成 立 当 目 仪 当 SS 之 中 心 O 与 5 之 重心 重合 ， 

再 出 不等式 (11) 与 不 等 式 (19) 便 得 不 等 式 (3). T rin VES OD 
中 等 号 成 立 的 条 件 . 

当 o0 为 伪 对 称 集 时 ,(19) 中 等 号 成 立 ,由 引 埋 2 知 等 式 (9) 成 
SELBST 3 知 e CO Hf s PERR, BOX n T HERHB REB RU 
Pi ii COO XUI. AGO BE IE TUBE SE Br S [RR 5 旬 (11) 式 中 等 号 
成 了 ,从 而 (3) 式 中 等 号 成 立 ， 

肥 之 ,从 (3) 中 等 号 成 立 , 则 (19) 式 与 (11) 式 中 等 号 同时 成 立 ， 
而 (19) 式 中 等 号 成 立 的 充分 必 归 条件 足 5S, 1., 之 中 心 0 为 o 之 重 
心 , 由 引 理 2 知 此 叶 等 式 (9) 成 立 . 由 引 理 5 知 ACOBS BEER S 
相等 ,而 引 理 4 告诉 我 们 A(4) 只 有 一 个 正 根 ,个 负 根 .其 余 根 比 
HE ,利用 等 式 (9) 使 知 CO TUB n TERR, AIX n IRRE 
相 重 的 ,由 引 理 3 AT o KFE CIRE RRE TER At o i o 
称 集 . 定理 1.3 EE. 
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dais cer d LL rr 于 
px E NE 


ERE. 
Bx H ABEVERH ; 

3868, ,之 由 心口 为 之 重心 时 ,出 关于 SS， 1 之 中 心 0 的 
Ttt E ER Ii T BRI To D EA EE 


V ae LO EDN 
TEM Bn 


证 明 1E 5]38 4 与 引 理 2 nTAn UE] FOOD HE ARA) 
—2Nr,n ^ fAR Àx an Gs Ay niaan E) X n TRE 
为 gC 的 个 非 零 根 , 月 由 Tr(1r?A4)= 二 0, 有 


- 23 (O7 AGO 2Nrz. (21) 
3o 关于 5,-1, 之 中 心 0 WIR RHET ERI. Ho SURE 3， 
eNA n PEFR HiX n ERREAREN, " 


(20) 


HAD UDAR, E 
2- amp fua. odi 
P kiri 2r | ]6r 
-Su-gL picos »1 
二 
Sn 


bz. Z GO) AUN. , 往 证 g US n 个 非 零 根 Àw. P) G 
—0,1,- 'n—1»pb* 对 相等 :否则 ,不 等 式 (14) 中 取 严 格 不 等 号 , 即 
ne x MESE ane AQ rD 

MaD, ODAR, T 
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a 85 Si V QUE DN! 
PL 2r 32r 8n C 
这 与 (20) 相 矛盾, 故 g CO BUB RU n MIERA RA, b 7E 3 9006 
关上 十 35， 之 中 心口 的 惯量 椭 球 是 一 个 球 . 定理 2 证 毕 . 
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AF 4 期 . 
L4J 李 乔 , 和 矩阵 沦 八 讲 , 上 海 科 学 技术 出 版 社 . 1988. 
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共 球 诸 点 相互 距离 之 间 的 一 个 不 等 式 


辕 加 农 
西南 民族 学 院 数 学 条 (成 都 ,610041) 


距离 几何 作为 几何 学 的 一 个 分 支 是 由 .Menger 在 本 此 纪 
20 .年代 末 所 开创 的 ,I. M. Blumenthal 集 二 四 于 年 代 些 离 几何 之 
KREW T EET heory and. Applications of Distance Geometry). 
此 专著 就 是 距离 几何 之 经 典 . 近年 来 ,距离 儿科 在 统计 学 各 分 卫生 
物 学 等 方面 得 到 了 应 用 ,并 引起 了 一 些 统计 学 家 及 生物 化 学 家 们 
的 注意 . 

一 个 点 集 的 平方 中 离 矩 阵 在 距离 几何 研究 中 的 重要 性 不 业 于 
所 谓 的 Cayley-Menger EREU . ÆA n 维 欧 氏 空 间 中 的 有 限 点 
集 的 平方 距离 柴 阵 进行 了 讨论 并 得 到 了 共 球 诸 点 相互 距离 之 问 的 
一 个 儿 何 不 等 式 . iR n HERE ICE BPPTER E OS - ib burns 
Pr H dCb e BOSE R p 5 p, 之 间 的 欧 氏 距离 , 邻 dp. 
pj, j—1,2,- NWE EE A— (220 29 5 SR SHEREN E 
ED 对 于 名 MERE popopo RELIER P — UE ppp 
(s AONO IN BUS ICTEIS LS FE BS IK d mir zou 
与 三 边 乘积 的 半 方 之 和 有 什么 关系 呢 ? 本 文 对 此 问题 进行 了 探讨 
并 得 到 了 有关 的 结果 ,这 就 尾 


* 本 文 发 表 化 《科学 遂 报 疙 441988), 收 稿 口 期 :1987 4 8 J] 10 H. 
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定理 it S= {pipes prs" ROCE" ON 2 0 ER ER IR 
S COS BR D AERE a Td poep G j=l, 2e N) ABA 
上 下列 不 等 式 成 立 : 


^ ES 5 T 12 
| 2 a5] Du T- 1) N (D 


2 2 2 | 
EP * 


i EC ETE TAA ! 
日 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 足 矩阵 A= (a1) 的 负 特 征 值 相 等 . 
为 证 明定 理 , 我 们 需要 下 列 
引 理 R O—lp bei pr OST UOCE (N >n), RCO 
为 坐标 原点 , 则 C5 Bao 7r EE A= CD EERE -个 
是 正 的 . 昌 等 于 4 的 其 余 负 特 征 值 之 和 友 号 . 
证 明 INA 
an= |p — p l 522R — 2p, p, 
ES JATAN 1P, F= Opp) W) F—2R'J—A. 
下 面 的 事实 是 显然 的 : 
G) RER2R' 只 有 一 个 非 零 让 特征 值 NR, 
GD ER F J&— IE Eg B pe; 
Gi WPF A= GIORI FR n4 12. 
EIDER AF 2R 的 特征 值 都 按 降 序 排列 并 应 用 Weyl 定 
理 ,可 得 
À CAM A&CROSCA GR C= 1,2, NY). 
Hp FER F IEEE B. N>n, ik ASCF) —0. 那么 有 
À CASA GR?J) —2NR*, 
ACDEXAQGRU)-—0. (2,3. N). 
gd T, CA — 0,5 
N 
AC = 2440). 
因此 4 WE IERE f ACADDU TERI PP CABINE ASPERA 
HS JE2E TE AE TE FUÉ n-1 个 ,于 是 4 有 x 个 负 的 特征 值 . 
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定理 的 让 时 :， A 
Gc S" '(R)CE".rankC/A)—» F1, 
由 引 理 可 知 4 dace trt (Grp HE; T EHE T: Ro fa tr i 
fé zz f cm E ABHEATEHIETR A 
Acc A Aspetti A (Aou 1.2. rap. 
可 出 A 的 特征 和 多项式 为 
A) — |a5—8,Al. 

Trl o, RE s, 分 别 记 了 冯 的 特征 值 的 第 大 个 初等 对 称 多 项 式 和 

k KEZA, d] Veita 定理 知 


B] 
pm 
23 ay =— s» 
JUN 


IEST S. 
2: abad, o 
ccs 1j U0 MO 2 at? 
l 2s 
I^ g,— 了 (531 一 fp )， 


l " 
gj 一 E | (5,— s: )^s —J (553 [3 


注意 到 a =s, —T,.(A)—0,ÀMt 


下 面 直接 估计 s 和 s: 
32 —A-H-G- AF C^ AY (—AY 


A te EN: i 
Et RBS AS SEX 
A tate 
2L AR HA), (2) 


得 
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Sly (3) 


n 
5 —JH Wiss; SAHA F CAD TF eT A 
— X — OH XD. 


由 Aere XO RAE AD a) 
2 
得 sa = 


Beo LAS 


化 简 即 得 (1) 式 . 

再 讨论 等 式 成 立 的 条 件 :人 1) 中 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
(3)、(5) 中 的 等 式 成 立 , 亦 即 (2》.(4) 中 的 等 号 成 立 ,其 充分 必要 条 
fd. 3 A =A= À, 

出 定理 可 以 得 到 几 个 推论 : 

推论 1 设 

S= psp ps} TS RICE (N >n), 
车 马 的 重心 与 球 心 0 X Gaudi p G j=l, 2e N) WA 
A SEX COBLUL B. COURSES m LM TE D UE RES 为 一 伪 
对 称 集 . 

文献 [2 中 首次 给 出 了 伪 对 称 集 的 概念 , 共 中 定理 3 已 给 出 了 
一 个 点 集 为 伪 对 称 集 的 充分 必要 条 件 . 事实 上 在 推论 1 的 条 件 下 ， 
推论 1 的 结论 与 文献 [2 中 的 定理 3 是 等 价 的 . 

推论 1 的 证 明 略 . 

推论 1 实际 上 给 出 了 (1) 式 中 等 式 成 立 的 例子 ,这 就 是 说 (1) 
式 中 的 等 式 是 能 够 达到 的 ， 

推论 2 iE S= (bi protes pu) AERE EE S, rH RS Hx E 
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(N >nt1), pp IDA p. 5 p, Te S.P BRIT ER WMA TP SE 
式 成 立 : 


ON LL À Pug DGAT2 
| 2, sin n = k 


是 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 短 阵 4 一 | sin? e 的 负 特征 值 相 
证 明 BS. E" Vb ep, 在 五 一 中 的 欧 氏 距 离 为 
a, =2rsin PP LG, j 3 2n N), 
此 时 名 可 视 为 E" BERT SP €BIIBEI IERI 
化 即 得 (6) 式 . 
推论 3 ik 
SG= [bpon p CEN >n+1), 
dim lcony(5))=nsay= dlp p G jz 1,2, ND. 
E PD Ed 
| pu S REED US 2)i pP "3 (7) 
证 明 因 定 理 中 不 等 式 (1) 与 球面 SCR) 的 半径 无 关 , 因 此 
当 球 面 的 半径 趋 于 无 穷 大 时 (1) 式 中 不 等 式 仍 成 立 , 现 把 E" 视 为 
半径 为 无 穷 大 之 球面 S"(cc)CC 严 ,再 应 用 定理 并 注意 到 维 数 的 
AE (EBERECO XL. [N 
CC E" ,dim(conv ()) — n ,rankCA) —4--1, 
AB BE A= (at) 不 可 能 有 相等 的 十 1 个 负 特 征 值 , 故 不 等 式 (7) 中 
等 号 取 不 到 ,(7) 式 为 严格 不 等 式 . 
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共 超 球 质点 系 的 一 个 结果 及 其 应 用 ” 


杨 世 国 
安徽 教育 学 院 数学 条 (合肥 ,230061) 


本 文中 约定 S. CES r]m 维 超 球 面 ,Er 表示 维 欧 
REH, a SdP PORR E" PS DP, 与, 间 的 欧 氏 路 离 , BB， 
表示 球面 型 空间 S$;,, 中 两 点 P. 与 P, 间 的 球面 距离 . 对 E" 中 的 点 
R o= (P.ii—1,2, NO ,将 每 点 P, RTI E m 06—1,2,7, 
N) RF E 中 共 超 球面 的 质点 系 000 — (P, n); 1,42, 5, 
N}) ,本文 的 主要 结果 是 ，; 

定理 1 设 质 点 系 oin (P. Dii 1,2, e N i AER ER Hj 
S,- CE QN 0S, PORRER a Sd PPG 
三 1,2，…N), 则 成 立 不 等 式 


AN Imat N $a 
| ` en um, aj rum D Al " a, moms at, ET 


35 KM B NE AES oi a an) B] ERAT fa REOE (RES OR 
等 . 
我 们 先 介绍 定理 的 儿 个 重要 应 用 ,然后 再 完成 它 的 证 时 ， 
现 考虑 球面 型 空间 S.,, 中 的 质点 系 ,应 用 定理 1 可 得 ， 


* 本 文 发 表 人 在 & 数 学 杂志 ji O92) f 18.1991 4E 4. 9 用 .收入 本 
书 时 略 有 删节 
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推论 i i gen)-— (Pim) TELE ,2 为 球面 型 空间 
(N >ant DES ELA X PP, AA P, P, TE S, ABRI ER RS 
则 成 立 不 等 式 


` SUN Sa DE 
| 2 mm sin 2r | 之 rr 
| ` ; E EB 2 
| 2 or . sin? m sin? =t] . (2) 
T3 adt Nx 
89 t LAEE, Vm, Vm sint 51 A AE E 


相等 . 

证 明 因为 5,,CE"',P, 与 P, 在 局 中 的 欧 氏 距离 为 

a, rein P (G,j—1.2,*, N). 

此 时 olm) RTL E" rp Sii S, 7 ics RH ES 1 并 注 
意 到 维 数 的 变化 , 便 得 不 等 式 (2) ,等 号 成 立 的 条 件 是 显然 的 ， 

再 考虑 E 中 术 必 共 超 球面 的 质点 系 ,应 用 定理 1 可 得 : 

推论 2 do n0—!P,Gn o: —1.2; N} E" (NT 8-10) 
PERO ER AK a =d Pa PPG j51,2, NO. BAE Pail, 
V NIVEL n E. 


NC ,| 3、9(# 十 1)(2 十 2) 
od PE PH Te i on 
laen N I 2n 
.| p> m,m, maganak | $ (3) 


UUE gu eLN 


证 明 ANTERO SRE S, su SÉ F8 OX LRL UE 2A Bj in 
半径 趋 于 无 穷 大 时 ,(1) 式 中 不 等 式 仍 成 立 . 现 将 E" 视 为 半径 为 无 
穷 大 的 球面 Sno CET, HEE 1 并 注意 到 维 数 变 化 便 得 到 不 等 
式 (3). 最 后 我 们 将 说 明 (3) 中 等 导 不 可 能 取 到 . 

特别 地 , 若 在 定理 工 . 推 沦 1 与 推论 2 中 念 mamae: 
便 得 到 关于 E" 中 有 限 点 集 的 如 十 玫 个 结论 : 
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li 
3 


推论 3 dbo-iPaiel12ss NICSSQCE' UNT 0), 
Sn 之 中 心 为 学 标 原 点 ,ev 一 cf PO 则 成 立 uum 
| EN a 中 | > 


2 2 —- DI LA eu a: raha) (4) 
等 号 成 立 当 RECDEHE GOD RUE QE [E EARS. 
推论 4 WE o—iPi—1.2.:, 为 球面 型 空间 S;, 中 的 点 
S&ONZ-n4- D, P, P, X P, E 与 P, 间 的 球面 距离 , 则 成 立 不 等 式 


[^A o a md | RET dU 
| J 2) 6 E Qe DN = | ONGs $r , 
* sin* PP, * sin? PM f (5) 
ELSE EUER uta e | iy tit i dn 


推论 s NOLO UM ,NICE GU n4 D,dim(on 
(22) 2n,a,,—d; GP, ,P,) , 则 成 立 不 等 式 


l ~ 9( HP t2) 
n 2,25) ER "EE 1& e p es 


推论 3.4.5 为 最 近 [1j] 中 的 结 来 . 

以 下 约定 p, 表示 E" 中 点 P. 的 坐标 向 量 , 为 了 证 明定 理 1.0 
们 先 证 明 如 十 一个 引 理 , 

引 理 1 REAA c(m) 一 1POn3i1,2, NO ERR ER T 
Sa-a CE (N77 n),a, d (P, P) GL j2 1,2, N) FIRE E A 


=| Sm mal BN 个 特征 信 中 只 有 ww 十 1 个 非 零 特征 值 ,其 中 
一 个 为 正 的 , 且 等 十 其 余 负 特征 值 之 和 的 友 呈 . 
证 明 由 于 4 的 特征 多 项 式 为 


AGES m nut xad 


2 
hai * (6) 


ELE 
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"7 2 
一 一 人 12 "SN iN 
n", 
a$ as a 
2 一 一 23 "-* 2N 
— ni ms my "Hi. (7) 
2 2 2 l., 
CEN ANo dia m 一 —A 
My 


tb nf A AERE 4 MERISIER DRCT B o2 EREE 
65 4- MB $, ERE 4 EMED MALE. BAS ER DA 
PAR MD HE ntl PIERRE. EP- CIEN n 个 为 
PAE ERE 4 只 有 ntl 个 非 零 特征 值 OUI TODA a 
为 负 的 . 由 Tr CA) —0 可 知 ,4 的 一 个 正 特 征 值 等 于 个 负 特 征 信 
RUE S. 引 理 1 证 毕 ， 

由 于 篇 幅 的 限制 . 定 埋 的 证 明 在 此 路 去 ， 


EE 


LLLA IR. CREME SONT EC UR d ZL IBI] — T BER ERSÉ I HEEL 1100988), 
1045- -1047. 
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共 球 有 限 点 集 的 一 类 儿 何 不 等 式 


苏 化 明 


合肥 工业 大 学 数学 力学 系 (230009) 


+ 


mOn 
pnb 
e 
Li 


设 o= {Pi Pose PSY n ERREI EON >n) 中 的 有 限 
AR, S a 40S PORK aCGPORREP, 8 P, z itl 
AG ;— 1,2, ND, WI ER A= (ID X E o 的 平方 距离 矩阵 "1 
XCPGCERIP] £188 22 48 o. Js] RER flr Fig 

ERLI S Wbo—(PGP,-.PSRcCS" ROCE N >n). 
超 球面 S" ORROA bs n a SdP, PG, J=1,2,, 
N), 则 有 不 等 式 


| p | 22 atat É d. D 


其 中 等 号 当 且 仅 当 矩阵 A= (a2) 的 负 特 征 值 相等 时 成 立 . 

本 文 将 利用 代数 方法 建立 比 (1.1) 更 广泛 的 一 类 儿 何 不 等 式 ， 
作为 其 推论 ,可 以 导出 E" 中 的 单 形 外 接 球 半 径 与 其 子 单 形 外 接 际 
半径 之 间 的 若干 关系 式 ,而 这 - -内容 恰恰 是 距离 几何 中 讨论 较 少 


> 本 文 发 表 厅 《数学 年 刊 XL3A:101991); 收 稿 甩 期 :1991 d£ 9 H 24 B 
《初稿 ),1993 包 3 月 21 日 {修改 稿 )， 
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的 部 分 ， 

没 S COD n 维 欧 氏 空 间 E" QUE 20 HE] n 一 1 维 超 球面 ， 
A — iA, rAz" …,Aw) 为 包含 T S. ORO BAS PR LS » 397, 为 与 A, 对 
ERGS, 2 ND. ER o 的 & 十 1 个 点 A A t’ A; 
将 其 所 支撑 的 单 形 的 天 维 体积 记 为 公 ，。 , 该 单 形 的 外 接 球 半 径 
a id 


M, -2124 P rhum Vs aR, 


则 有 如 下 的 
定理 1.2 R A = An Ar A OSTILE CN >n 
之 2), 则 .ez 的 庄 不 变量 {Ms} 有 不 等 式 


Y (mx, 


Ai A A 


i ETE 
Mi^ uL vu (1] )**7» 
MU ee E Gsm. 0.2) 
d L D (Biyieto 
i1 ` 


RERIG HEER B= immar) 6 Bp GE (E48 SERT EL 7. 
82. 引 理 及 定理 的 证 明 


引 理 2.1 VE v = (IA Ap An)CSe (DOCE 
(NZ9n222), 8" GO I Seb O 为 坐标 原点 , 则 矩阵 B= Cnm a?) 
的 特征 值 只 有 一 个 是 正 的 ,下 等 于 总 的 其 余 z 个 负 特 征 值 之 和 反 
号 . 

利用 [ 幻 中 引 理 的 证 法 即 可 证 明 本 引 理 ,过程 从 略 . 

51382.24 WX — Bii BLU E" Hn s HERE, 
其 体积 为 了, 外接 球 半径 为 丸 , 则 有 


(—1) 
VR? = disc (CB, B, BL, (2. 1) 


其 中 DCB,, BH,, e. B 
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=d(B,B,),(i,7=1,2, 


entl). 
定理 1.2 的 证 明 不 妨 设 $” :CR) 的 款 心 O A FILER 


i4 150 T-2r RB P Co ) 的 秩 为 了 十 1, 故 rankB—5-7- 1. M 
而 矩阵 B 的 非 零 特征 值 只 有 x 十 1 个 , 由 引 理 2.1, 可 设 B 的 非 零 
特征 值 为 

Ans —À — Asst A (4220,77 0, 1,0). 
B 的 特征 方程 为 
det(B—A7)=0, 
TII RS Ee GE; FRIES AR SS XE E Er 卜 子 式 的 关系 可 得 
"LS AAA A —. 2:22 24 AA nA] 


Te 
Ta 


S pv, 
其 中 pii» H BE RH METE 

[=s 
由 引 理 2. 2, 所 以 


24217 27A, “A 2m pd 2, AAA = 


Leal] 


-ZUGD'M, (2.2) 
EHE 
2:2 人 人 A 2a ue Da A hA, 1 
= Mi (2. 3) 


若 以 P,Q 分 别 表示 (2. 2.0 3) 两 式 的 左 端 ,将 AL a 分 


别 代入 (2.2)(2. 3) 两 式 左 端 , 消 类 带 负 号 的 项 ， FERRIC 
sm 利用 [5] 中 的 定理 5, 可 以 得 到 
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P ix p Q r1 
NT ET ` | ipy in) (1xb«ixn). 
| > 本 


(2. 4) 


| 这 里 约定 | s | =0 | 
Ei. 25,02. 32, C2. ARN. 2). Birli5 |rpsg 8E 5 的 证 明 过 程 知 
(2.4) 式 中 等 导 亦 即 (1. DAP EAHA ASAS n An AE 
EHRE B AS n 个 负 特 征 值 相等 时 成 立 ， 

在 (1. DFR &— 1,42, m, 9m, — my A X — fü 
X TE £355 X1 IC B9 A aan as — 4A Rs B $8 (1. 0, iE SE 3B 1. 1 
为 定理 1. 2 之 特 款 . 


$3 几 个 推论 


由 定理 1. 2 可 得 以 下 推论 . 

推论 3.1 设 纪 ={ 和 ,A 向 ) 为 扩 (m 实 2) 中 的 单 形 ， 
其 体积 与 外 接 球 半径 分 别 为 ,RR, 若 S7 的 顶点 A. 所 对 侦 面 的 面 
积 与 外 接 球 半径 分 别 为 V,,R,(i 二 1,2,…,n 十 1), 则 有 
n?(n—1)3 

(1—1)! 

其 中 等 号 当 且 仅 当 所 有 的 VV, RR anG j 71,2, n 142 D 

证 明 在 相等 式 (1. 2) 中 , 令 N—nc-1.—52—1,7n, 
m, —V,R,G-—1,2,-,nT- 1) W6 


Ioaoz (VRY, (3.1) 


4|1 


M= Gb Livr 4M.-| 


代入 {1. 2) 并 整理 即 得 (3. 1D. 
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nil 
| Iva] ver, 


1—] f 


以 下 讨论 不等式 (3. D SS CB TO RE GE. 

iG. 1) 式 等 号 成 立 , 则 由 (1. 2) 式 等 号 成 立 条 件 及 引 理 2. 1， 
PRERE B= (zc Gn, =V, Rsi j—1,2, 2 十 1) 的 2 十 1 个 
特征 值 为 

Àj—na,À4,— —a.À— —a,*,A,— —a (a0). 
内 为 2 十 1 阶 实 对 称 和 矩阵 上 5 有 有 EE -e Pr 
rank (Bal)=1, 

从 而 矩 阵 


" a m,m a$ | 9, 
a VE 
B+al= : d 
2 
m,m a, a UN 


的 任意 两 行 元 素 对 应 成 比例 . 设 
7), — h (1—2,3,** ,n4-1). 


则 由 MIMARA — m m, m,mjal = ap, 

知 a= pnma — ag. 

因为 onemnuanz90,. «20. 所 以 jw 一] (i=2,3, yn 十 1). 
X m,m,à— AMM Ay 

因此 man,a;-—m,m,ai,—my,mu4 —a li j=2, 3, n9 1, 
ij). 


JRE] Er E B5 VVR, R al HAE Ga p. 

反之 , 若 所 有 的 V.V,R Rail j— 1,2, m 12: E48 5, 
e 

mma =V, VRR ai — aó,, (5,j—1,2,-,241)5, 
易 知 方程 
| mmn a3 — Àà,, |=0 

的 n+l DRN nas —a, -a,…， aa>>0), 因 此 (1.2) 式 等 号 成 
立 , 从 而 53.1) 式 等 导 成 立 ， 
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利用 不 等 式 (3.1) 及 算术 -几何 平均 不等式 ,容易 得 到 
推论 3.2 n EaD E Z 的 体积 六, 外 接 球 半 径 尺 与 侧 
HEE YV, A RETA R 之 间 有 不 等 式 


P3 UCCEDT CEDE LAU AN (3. 2) 
lv. 
| Sa" prb EG D vy (3. 3) 


其 中 (3. 2) 中 等 号 当 目 仅 当 所 有 的 VVjas 相 等 时 成 立 ,(3. 3) 中 等 
号 当 且 仅 当 所 有 的 aLGim12 on 1.22 3858 ABD UE f 
正则 时 成 立 . 

推论 3.3 设 有 限 点 集 m (Ai As An CEET RCE” 
OV nz2).H .ev 的 重心 与 SCR) 的 球 心 重合 , 若 由 .ez 中 的 任 
意 半 个 和 ?十 1 个 点 所 作成 的 n 一 1 HERI n 维 单 形 的 体积 及 外 接 球 
Jer» Vim RD AVA, R, WR 


(a) à 
PG LE Pc = $ (VÍ? R 
s= 1 


7. [Q-—1!f 


(3. 4) 
其 中 等 号 当量 仅 当 or 为 伪 对 称 集 时 成 立 . 
证 明 在 不 等 式 (1. 2) 中 ,今天 一 7- ] É—n,m, —m;—1l,j 
—L2,..N),BDfRCO. 4). 再 由 不 等 式 (1. 2) 等 号 成 立 条 件 及 [1] 
中 的 定理 3 知 (3. 4) 中 等 号 当日 仅 当 -ez 为 伪 对 称 集 时 成 立 . 


参考 文献 
[1j] 声 路 , 张 景 中 , 伪 对 称 集 与 有 关 的 几何 不 等 式 ,数学 学 报 ,29 : 6(1986)， 
802 -806， 


[2 周 加 农 , 共 球 消 点 相互 距离 之 问 的 -个 不 等 式 , 科 学 通报 ,33 : 14(1988), 
1045 —1047. 
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[3]iK ze EF n HE EE LCBLEAI PR AP REA LUE BU SCR A H CI988), 
7) 74. 

[3.5 98 SK Step, ARRE 23 a] II PC RC, HER RRR ER.: 4 
(1980) ,52—65. 

SJA,- -类 不 等 式 , 数 学 的 实践 与 认识 ,3(1981) ,12 .18. 
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一 个 经 典 不 等 式 的 高 维 推广 


刘 o 周 加 农 


中 国 科学 技术 大 学 数学 条 
SE X e A 


$1 3l A 


本 世纪 20 ER, -TIR 89 JL E x EET LXX d 
K. Menger 开 创 的 距离 几何 . L. M. Blumenthal 的 专著 《Theory 
and Applications of Distance (Geometry》 集 三 四 十 年 代 上 距离 几何 
研究 成 果 之 精华 ,使 之 成 为 一 本 距离 几何 的 经 典 蔷 作 . 距离 几何 不 
仅 自 身 充满 了 浓郁 的 理论 趣味 ,而 旦 还 有 着 广泛 的 实际 应 用 价值 . 
近年 来 路 离 几 何 越 米 越 引起 国际 国内 科学 家 们 的 注意 ,并 在 分 子 
生物 化 学 .统计 学 .理论 物理 学 等 廊 面 得 到 了 应 用 . ZR XB ERES 
"ual m 

对 于 欧 氏 空间 中 的 点 集 Gu — Po Pote Psh =i P 到 它 
们 距离 的 平方 和 


Beppoip py (1.1) 
这 是 人 们 熟知 的 -一个 不 等 式 , 共 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 书 


> 本 文 发 表 在 8 数学 季 痢 32(1988) , 收 桶 日 期 :1987 4E 12 月 8 日 ， 
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Jg €, 的 重心 . 杨 路 教授 曾 猜 想 这 个 不 等 式 对 于 一 般 的 高 维 单 形 
的 体积 也 成 立 . 本 义 对 这 猜想 做 出 了 肯定 性 的 证 明 . 
设 G.— | UP PR d PS] )JX E 中 的 点 集 , 记 Cy 中 所 有 任 到 
&-F VT d Br Fg ny OE I k ERE EZB NL Gi — 0.20, 
WA PEE 5 G, 中 任 才 关 点 一 起 构成 单 形 的 夫 维 体积 的 平方 和 
为 AuCP)(E 一 1,2, 2). 下 面 是 本 文 的 结果 : 
定理 ”对 于 扬中 的 点 集 &,, 设 它 的 占有 空间 维 数 为 
mm 之 入 ), 则 下 烈 不等式 成 立 ; 
NSN ISSM). (1.2) 
FERH TEL) EE TR (EO P dé Gu 的 重心 
推论 Fr G6.) A ES 
N, 
NOR (1.3) 
成 并 , 且 等 号 成立 的 充分 必要 条 件 为 P 是 G6、 的 重心 . 


82 JAJA 


定义 五 " 中 的 向 量 (0,…,0,1,0,*…,0) 称 为 单位 坐标 向 最 ， 
WA eG-142,7 m). mie 中 任 取 个 扩张 成 的 & 维 线性 子 空 
[8 ERA E" 的 点 维 坐 标 子 空间 ， 

5|38 1 ik P, Pen Pin N E, 中 的 十 1 个 点 ,由 它们 构成 
单 形 的 维 体积 的 平方 等 于 它们 在 各 六 维 坐标 子 空间 的 正 投影 所 
构成 单 形 的 体积 平方 之 和 . 

证 明 不 妨 设 己 - ,为 原点 ,已 IAS EROR Gea xg nO 
二 ), 则 它们 所 构成 单 形 的 不 维 休 积 平方 
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CE Vul (Piu zr unis 
1 (PaF) (PaP) i CP, Pa) I 
q3LO MU Dec 


NE (PiP) Ad CP ul 


) 
X Xt Xu] ^u Fiz $ ] 


v? 一 


1 Taj Ttt" Ean | Tiz Tpz 1 Taz 


Du Lar’ Fin 
由 Binet-Cauchy 公式 533 


— i X3, Tz, eas A5 


yere eru En (RÀ! y 


v= 
IE 


9939979132129 9 4*4 * PAR 


|, Rey 0 Xu 

于 式 右边 和 号 中 的 项 恰 为 这 有 十 1 点 在 由 fe, sene IKERRI È 
HE RA bp 子 室 间 中 投影 的 体积 平 塘 . 908 1 EH, 

在 以 下 的 讨论 中 ,用 iiri ARRA 2s NI RER nT 
数 构成 的 一 个 选 排列 ,在 不 致 引起 混 浦 的 情况 下 , 简 记 为 h 

3382 RE PAR C Hi ATEREA nN >n), N 
Na.(P) 的 目 变量 p AH 一 驻 点 . 

证 明 设 p, 的 坐标 为 {zx, en, eon db BERN aiste 
x，) ,出 单 形体 积 公 式 


| T X2 X. il 
- r X. me 1 
x 1 "nl 1T :2 pr 
N.(p)= 25 ramp 
ei tN (CR) | darrarerresisdssneroesnsveasre 
X, .) X. XX l 
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1 BET Zu e£ r l 
EU DYLT (2. 2) 
(5 y i "»étbtoetvonennenuevsbvéttéetsanens 
T, RINT T, ， t 1 
对 (2. DRBR F 
| z, d t7 m, | 
l 
ANA(p) 2 AL 4 o dya d 
day m (n! yt T e*ncnmonrenuenrsuprsovvbététebseets 
Trl M. 2 * T li 

|n: SG pil Al 
| 45. US pU» adu Tn 
1a, 1 T. TN £-]1 T, E l 


4 C- 一 ie Rl S NAR TS -TMA Ad) EA) H 


LESEN TE 


AGIS -- 1198 & 列 元 素 的 余子 式 , 则 
JN 
PI NP Y" 2,AGO AQ) (A3 bn). (2.3) 


or, 
将 4(7.) 按 第 一 行 展 半 , 得 
aN 
Pc. pene XA. )AG,) - 


eC Dems. M MBA A (oS bn). 


(2. 4) 
&kuE N, Hfp— T dE AR. L EEH y FEAR 
aN, CP) 


Ap ~Y (EXE) 


的 系数 行列 式 
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D= 


Ce C- DU! RA DAL 


现 考 虑 二 次 型 
fy 3y29 yu = Cy a Yas (ya? 
| n 
C -D' S ALAS) | |7 
T, i 


Vn 


= Dy I) 25) 
2 1 l 
ET G Ais 3550, fili fu sF t yY = 0, Wt] 


ÈD XA, =0, Y 7. (2. 6) 
因为 &x 的 占有 空间 为 EE EG. Pnt] 点 ,构成 一 非 
退化 的 = 维 单 形 ,该 单 形 至 少 有 -个 侧面 不 平行 FIER i E G, 
Fart Yn) ARBRES RETE A (p bi b. PETE KY 0 E. 显然 点 
Pitrat ans yan) h Pests pa DER. FEP 
Spis part pu ELI OE B DEL 
prm Xetra … Xceux 1 


H Xy Xi pec Tlr 1 


l 
V (Ppi IPS 


meth nenatsbtàn»pnetdqévasnaspbéétenaovotáonseos 


jt S25] "e (e Ia 1 
用 第 一 行 减 去 第 一 行 ,再 按 第 一 行 展 开 得 
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Vsp bm Za C- DIU, * AO, 2en 720, 

ix 5j (2. 6) 式 矛盾, 故 有 fus yes X290, Z RÆ C2. 5) IE 
gg JA ifii 270. 8 [EE HERE. 

smi o ^on SARDE 
N, GOES RE S. i J l 

证 明 将 po 的 坐标 代入 (2.3) 式 ,得 


- 


AN CO) (s » Cp», 
AX, ] i. 
1 < 1 ES 
N4 ro N 22» N 227 l 
Ti, X, "m la C. 
Ti ,1 T, Tr i 
Em] Tmz Ann 1 
M e k-— — Tal X, x z.s 
=- "o AQ) 
后 
T, 1 3 2 T, t 1 


4 B= C C-D' ,和 号 内 的 前 “项 为 Atm,1.), 将 入 
(1,) 按 最 后 一 列 展开 ,并 记 各 行 元 素 的 代数 余子 式 为 BOO) Ql 
sn) , tl 


ax PAP = 第 | Aml, T 2ni: >| 


«821: ACn, I Bu). (2.7) 


1E C2. 7) 式 的 括号 内 ,将 AGn bl f — 63 了 与 第 ipi 行 交换 ， 
361 


METRE» 5 的 位 置 交换 ,注意 到 Bi 与 m a ER. 于 是 有 
26 el ss 之 4 (ms Be 5:0. 
T i LEELA 

aN QD 


dr, 


一 (Ika). 
Ën 


3|38 3 WEHE. 
下 面 的 引 理 4 是 文献 [1 中 斋 备 定理 的 特 款 . 
5137 4 对 A 中 的 点 集 Qu — {P,P PS), 


入 ,一 * O, CA LÀ; A a (2.8) 


N 
(a1)? 
其 中 e, 为 二 次 初等 对 称 上 是 数 ,! {A Asst ZUDEM 的 重心 ji 到 Gy 
各 点 的 有 向 距离 在 任 (CRIME e ERE IU EHE DC (e) 
关于 向 量 e 所 取得 的 稳定 值 . 


$3 EHER 


不 妨 没 Bs 就 在 EX0 “中 .我 们 断言 ,只 蓝 推 论 成 立 , 则 
定理 成 立 . 

33x l enc ids dr p€E"Xi0)" "Wm SES 
T Gs 1E E"X l0)" "AE k ERTE HERE EP LT. 由 引 
理 1 易 知 不 等 2: X(0)^ "BELL,SE SALIS TE D) EAR i 
为 了 使 关于 各 坐标 子 空间 的 不 等 式 取 等 号 , 亦 即 忆 取 重 心 . BA, 
:PE€EME"X(0Y "BEL iL P dE E" x {10})" “的 投影 为 名， 
NOD Ní(P) ,从 而 定理 成 立 . 

以 下 证 明 推论 的 正确 性 ; 

HFE 2 RIS[JE 3, 50 P. S NPE -的 驻 点 ,而 NLOP 0 
JL EE Li ES P, 为 N,(P) 的 极 小 点 , 即 有 
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N, (PEN, Po). (DD 
fg &,— (P, UG. ,由 引 理 4 
s NI 


N, i AA A). (3. 2) 
H P, WEC, ASAOS n). 
LAEE NEN, POHN.. (3. 3), 
t (2. 89,3. 22, (3. 32, f8 
N, P) =E Na (3.4) 


结合 (3. 1) . 知 推论 成 立 . 定理 证 毕 . 


AE XA 
[1 fg SE SUP ATARAR 类 儿 和 打 不 等 式 , 数 学 学 报 , Vol. 23. No. 3 
1980. 9. 740—749. 
£2 ]Blumenthal. L. M.. Theory and Applications of Distance. Geometry. 
New York. 1970. 
L314 洗 以 起 .代数 学 引 论 ;上 海 科 学 技术 出 版 社 , 上海,1966,178 180. 
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ATE ODER 的 一 个 猜想 


Kom 


湖南 教育 学 院 数 学 系 ( 长 沙 ,410012) 


人 


了 尼 


U E'H n ERE DO T GSAo A UTSE N A, 
Ant Anni b A ERRA VAI AA m Aa Asa ns 
4。 1 为 顶点 集 的 n1 EART 20 AFETE 
的 ”一 1 Hit rir tria Js £o "PIRE fL n 一 1 维 体积 记 为 | 志 | , 自 
E" 中 任意 一 点 MARETE Fon Foo EER RESIA 
| Hy Hau HH, o ARARA UH En Hai) ORE 2a 
X2 M XT 2L ARUNCE Ko» 维 有 向 体积 记 为 V{ 2, G 2o 
为 退化 情形 时 ,Vi >，, ] 一 0). 
1985 年 苏 化 明 在 [1] 中 提出 如 下 
猜想 当 M 是 2 内 一 点 时 ,有 


* 本 文 上 主要 结果 发 表 件 (系统 科学 与 数学 4(1992), 收 稿 日 期 :1989 年 
| 12 H 30 H. 
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Ivi SS dest ivt v (1.12 


n 

且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 M 为 2; 的 外 心 (外 接 超 球 的 中 心 )， 

1987 EERE Ic Ee nik [2 ] uc BH T 24 M 是 之 的 内 心 (内 
切 超 球 的 中 心 ) 时 ,不 等 式 (1. 1) 是 正确 的 . 本 文 将 给 出 空间 任意 -… 
点 的 重 足 单 形 的 顶点 坐标 公式 ,有 向 体积 公式 及 空间 顶点 角 的 一 
个 三 角形 不 等 式 ,并 对 之 内 或 2 的 “侧面 > 内 任意 一 点 对 证 明 不 
等 式 (1. 1) 是 正确 的 . 但 猜想 中 所 述 使 (1. 1) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 不 正确 ,同时 给 出 了 使 (1. 1) 中 等 号 成 立 的 正确 的 充 要 条 件 . 全 
文 还 推广 了 [3]、[4] 中 的 主要 结论 ,改进 了 [7] 中 一 个 结论 及 [9] 中 
的 结论 . 


二 、 引 理 及 主要 结论 


设 所 的 单位 法 向 其 为 e,, 仿 D, —det(z, EEE), 
我 们 称 w — arcsin | D, 4G — 1,2, a+ 为 中 顶点 A, 所 对 应 
的 顶点 角 -\. 

引 理 17 n 维 单 形 > 的 笨 积 |V| V) | ,侧面 "体积 | 天 | 及 
顶点 角 o, 满足 


PITE | 


t 


n 
n! | 
了 
J 


d 
DAI (i—1,2,- ntl). 
) 


(2.1) 

引 理 2 iE pS M 关于 坐标 单 形 2 = 14 A, 
4ii 的 规范 重心 坐标 为 (ij ,…,.),M 关于 > 的 重 是 单 形 
为 Zrx UL He Hua X 有 ;关于 了 的 规范 重心 坐标 为 
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(Cet DG 1.2. nd DE ZA 
0 (j—1), - 
h= = = p "T 13837142. n4 1. 
1 天 | 十 和 7 leosg)7 | 天 | GAD, 


(2. 2) 


Egi 二 了 ,了 是 两 "侧面 "了 7,7 了,(i 关 让 所 夹 内 . lbi f. 338 24 MESE 
“MEER rg, 的 方向 后, 使 9 一 + 一 6.1 成立. 

3| FB 2 是 [6 | 中 引 理 1 的 推广 

证 明 M.H VH GE DM LMEPER mu UE mi d foem 了. 
UE zx FO GAD TS T Yemi RR M T Caii 
MH,.?4 M 与 A, ERS 7. pi] kt y, UE (8E R y 取 负 
值 . E n EE H, lE RAE SH, WI SERE EAG W HG LA, 
HG, “MH, id H, $| G, ET [LER BS ELG, Y ho H, 5j A, f£ f, 
[ri] 9 Es A Rt iE ff EAS e, I fL DUE s dE H, 到 了 ,的 有 向 
IBS. DEH iA 时 .显然 有 

h,— Y,dYcosq,. 

而 由 规范 重心 坐标 定 XXn EPERRA A 


aà |V[ S511 


ET D 
所 以 
h- B (2-1) 
"EQ IF D4 G7 Deosg,l nivi SH GED 
HiH UTR EDO AS E X18. 
(0 


t=; EER e E ig 
LMFMPICIMA >) [22 G,1£, | 07A | £, cosg)! | (jo 1) 
(.g771,2.-* 4-1). 证 毕 . 

5| 3 BE" p n ERIE DO = (A Am A b O 
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的 规范 重心 坐标 为 C4 "TILLEY "UE ) | 
A-DD|»,] (=1,2," ,nt+1), (2. 3) 


其 中 万 ,是 b» BT n4-2 阶 Cayley- Menger 行列 式 


必 ug Ub weg 
DUE ptt z ,7 一 1,2,: nl; 


， 1 D 
D| 5 | — |] 2 : 4,,—44 34, — A,A, | i 
: v i à,,—0 
中 第 & 行 .第 ; 列 处 元 素 的 代数 余子 式 ,并 约定 D 97] 的 行 和 列 
的 编号 从 0 Ë atl. 
证 明 1 > 的 外 接 超 球 半 径 为 尺 , 则 由 [8] 中 定理 1 ASAI, 
R:= |OA, = —a* Na+ e? Da. (2.4) 
其 中 | 
a= (A Att Ah) ER"!, 
D= Caii) e R" Den, 
j=l, 2 ent l;a; 5a, 5 AA |a= 0, e E 4-1 阶 单位 阵 


L. E998 i B] "T" o] ERE FC. d K — R?-- o^ Da, 则 由 (2.4) 有 


e) 1 
ei |. ] 
De— K 
eri 1 J 
Bl Da= EKe. (2, 5) 


其 中 eall,l,e, 1) € R"! : ` ift i [10 Ir p gg 3 知 
detD— (127 (OD? Vi Xj PR#0, 
故 由 (2.5) 应 用 Cramer 规则 可 解 出 . 


À,— KC, /det D(—1,2,-,n1). (2. 6) 
其 中 心 是 用 向 量 e 代替 DD 中 第 i 列 而 得 到 的 行列 式 ,适当 交换 C, 
ch eg BÀ LC. — Ds Go 1,2, 24-0, B 
12 22A K 24D. /deiD- KD| 9 /det 万 ， 

f$ K dev D/D| $5) ,代入 (2,6) 即 得 (2. 3). ERE. 

定理 H n 维 单 形 > ， = LA Aser ,A,.1}) 的 诸 顶 点 前 Qi 5 f£ 
EnH 个 非 负 实数 nsns i[ 227 40] 之 问 满足 下 列 不 等 
AX. 
之 Le jirat Sin E (2. 7) 


HG. 7) SES n EB TEE (EE Fer SERCBE GST. 


ara. 
zaj Da =cosf,/[nlcosp, H cosqucosq,) ] 
£I 


des 互 不 相同 


1.),R—1,.2,17,224-1] Sn 


其 中 o,—7,. 45 2293 — TE 6 RAH DOS ERU RUE BL ro 
二 … 二 zx. 时 ,(2.7) 中 等 号 成 立 ,应 用 高 维 余弦 定理 5， 


cosp 7 —D,] p, | p.) GFj, i jme Een D. 


(2.9) 
条 件 (2. 8) 可 写成 上 列 等 价 条 件 ， 
n+] 
af Dr, — D, Du /In (CDi Da — D4Di, )] 
r= | 
Ps CE LUE 
P£,jJ,kR—1,2,7- ,7 十 1 193 


其 中 D, x X538 3. 
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证 明 GEEET 2o IB PEE; S, GA JR D GET É at 
€, »€, 的 内 积 , 适 当 规 &g e, (1,2, n + DITE IRL A 


^ : 
(&,,0,) SECOS €, e, — —COSG. 
了 了 


QAN E, nme ash 为 列 的 矩阵 , 令 G=QrQ 
= {g)> 
e Gz jb. 
Va V a,cosg, CD. 
FIE C IS TEGE Jr E 
|AL,.,—G| 2247 '—bX T XS l e I YA 
—(—])»'*'5, ,—O0. 

H Q'Q 5 QqQ' ag E € TEGERE FT» T ERE à ILE 5,.1—0. EX 
方程 去 掉 一 个 零 根 后 ,得 

àA" h A bd Ot, = 0. (2. 11) 
H 280. G 9g SEIE SE SE RB BE BE (C 1D B) n HB Ben B, RE 
MER E 


b /n— (BT B, 2-9, [nz SVB EA =h} (2.12) 
H2. DHFS RTA TEE RIE 9 — 8 — B, .而 如 是 的 
BUS n 阶 卡 子 式 之 和 : 
b, - 246. 
而 按 本 节 开 始 规 定 的 记号 ,有 


G, = e HD |*= li c sin*a,. 
um y re) 
从 而 
t x11! ?十 ] ` 
b= PL 25 | | m ! sina, (2.13) 
i=l r=]| jl ] 
pa 
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b t 22 (2. 14) 
将 (2.13).(2.14) 代 入 (2.12) 即 知 (2.7) 成 立 , 旦 (2.7) 中 等 号 成 立 
83 ER RIE 


E E T T 
即 实 对 你 答 阵 BA d$» | 176 的 十 1 个 特征 值 中 有 个 


为 零 , 另 一 个 为 二 之 ,也 就 是 B 的 秩 为 1. 这 等 价 于 B 的 任意 两 
DL ii 


PES — 
n" az i a ind 


T RES COS, od 


r=] 


een ij 互 不 相同 ， | 
E c H.jk—]l.2.,7,1 
此 即 (2. 8? 式 成 立 ,特别 地 , 若 nma m mas LODENN 
形 时 ,由 (2. 9) BT cosa, =E G7 D XI C2. 8) SL PR CST x 
时 (2,7) 中 等 号 成 立 . 
推论 ! n ERE DRETA f o 满足 ， 


"1l 
Zsira s0 +n, (2.15) 


a- | md 
w | [sina<| ji—4 | (2.16) 


H.G. 15), (2. 16) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 2; 为 正则 单 形 
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不 等 式 (2. 15), CQ. 16) 分 别 是 [3].『4] 中 的 主要 结论 ,但 [3]、 


[4] 中 仅 证 明 20 HEMME RE C2. 15)、(2. 16) 中 等 号 成 立 的 充分 


条 件 . 
证 明 ARX QT dAGaQ—:—e—:3a—1.(8156(.15). 
对 (2. 15) 左 端 应 用 平均 值 不 等 式 便 得 (2. 16). 
1 
1 P 


à, —arcsin 


i 


Qus UL 
sarcina e 
故 (2. 150, C2. 16) 中 等 导 成 立 .反之 芳 (2.15)、(2. 16) 中 等 号 成 立 ， 
则 由 (2. 8) 得 
1/Gr T 1)—cosq,/[n(cosq, -cosgucosq,) ]. 


Gr ird I) 


Bp 
COSG, = ncOsQ,COS Gh, "^ JEBONRIBI, |. 
ÜÓó,J,k—]1,2,* nol 
Hii. m " 


COSG, 
cosp, 


i jik Hia, | 
tsjek =1],2, n+] ` 


cosa f| +] i| osp =% 


注意 到 a= p, — s f —arccos lg $4 — T —arccos X 
n 


GsE E ,i.R—1,2,-- ,n4-1). 
B n BENERE 2S ELT EF p GA hj sr, 
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nd- 1). FH n22 XII 


$,--arccos Ley, Gi ..j-1,2.7an1). 


于 是 由 [6] 中 $4 定理 2 582.522. Do YEME. 

推论 2 nR UBRI S | 和 各 "侧面 "体积 | 了 | 
满足 下 列 不 等 式 ， 

OD Ivi i pe Aag sg 9t o [Toys 

(2.17) 

D wi lla on cr pe^. (2.18) 
呈 (2.17)、(2.18) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 > 为 正则 单 形 . 

不 等 式 (2. 18) 是 L7] 中 系 1 的 结论 ,但 7] 中 系 1 仅 证 明 2o 为 
正则 单 形 是 使 (2. 18) 中 等 号 成 立 的 充分 条 件 . 

证 明 将 (2.1) 式 代入 (2.15) 和 (2. 16)? 合 得 要 证 结论 

定理 2 RE pA M 关于 坐标 单 形 2) AA 
A.,1} 的 规范 重心 坐标 为 (加,… A D MAF YEA 
I3 2ou— Sn ESTA 

O) 4 MEE HER -A,A 


UE 
V( 354] -c71vvi xii T. sin'a; — (2.19) 
Je 


(2 8 MJ E" rhIESS— BN 
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JN NO 


(Div S 


z e Eb un 
m 


| uul = 


(2. 20) 


D 3 M & 2o Vas 2o i "Rl P ETC RE 


Ivc22 o1. ivi i (2. 21) 
且 (2.21) 中 等 号 成 立 的 充 此 条 件 是 下 列 等 式 都 成 并 : 
TEM Iu irm 
À= cosq/Dn(cosg, teosgucosga)]| , PEE um 
(2. 22) 


FIR (2. 9)  TEC2, 22) HI ET FPUREU ATE 


sjok HAS 
A 7 D; Daf aD Da — -D DJ id rm did d] | : 
| P.J, EE UO ! 


(2. 23) 
EF o Df X [Ils 1. 
证 明 GOH s cERUEIREAAZ AUR SI 2,18 
vi Žial NE: ug 
ví S IX lity: | (,771,2.*.,4-1). (2. 24) 


RUP n dO. 2 885g di EO. DEAC. 24)JE Z8 3E LE SE. (e fii EH 
便 得 (2. 19) 式 (计算 过 程 省 略 ). 
《2) "EO. DIEA (2. 19) HE £8 C2. 20). 


(3) 注意 到 MM 为 2 内 或 站 的 “侧面 "内 一 点 时 ,及 宇 0 


"nl 
Ih! 
G 1,2. b D ,并 注意 到 之 ,一 1, 由 定理 1 即 知 结论 3 成立. 


我 们 在 [9] 中 仅 对 之 内 -点 证 明了 (2.19)、(2. 200 
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(2. 21) 成 立 , 并 且 只 得 到 使 (2. 21) 中 等 号 成 立 的 一 个 充分 条 件 , 故 
定理 2 改进 了 [9 1 中 结论 


— ie 


(D X as-28Bp.£85idib E E AXI AEXCO. 21) 中 等 号 成 立 的 
KEREC 23) 等 价 王 (2. 0 BD M 为 2 维 单 形 ( 三 角形 ?的 外 心 . 
(E23 n223 时 ,条 件 (2. 23) 与 (2. 3) 并 不 等 价 ,也 就 是 猜想 中 所 叙 关 
于 (2. 21) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 不 正确 . 事实 上 ,如果 设 3 维 单 形 
(四 面体 ) 2 二 {41,4;,4,,4.) 的 楼 长 满足 

[AAsl=|AAs|=1AAd|=4Y 3.， 
[AA l= AA [0 1A,A,|=6, 
由 (2. 3) 式 易 算 出 2 的 外 心 O a 的 规范 重心 坐标 为 


(Ac AA m CE 2 5), 


"9 d 
而 由 立体 几何 知识 或 NE EM 
侧面 面积 分 别 为 
IV( $1) 1918 3.019953 ,fl=17,)=|7.)=3YV39, 

代入 定理 2 中 (2. 20) 式 得 M 为 外 心 O 时 , 垂 足 单 形 Do 的 体积 
Iv( 92,) 与 单 形 的 体积 |V{ 92) | 满足 

VIX Sy ee 

Spine s 

| | erge Ua 
BD 2. 21) 中 等 导 不 成 立 . 

另 一 方面 , 若 取 MM 的 规范 重心 坐标 Ch AA AOR ECO. 23)， 


经 过 计算 知 
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T2390 1 
HE ip^g 


.,,5 18 13 13 
Gi sde sda sA) — Gere 4 654)" 


这 时 M Ad 22 T CA Azn An 4) 的 外 心 , 但 对 关于 > 的 垂 足 单 
形 之 w 的 体积 |y{ 52.) | 与 之 的 体积 |y( 97) | 满足 
VO S) Dh] Z=} 


lier Go TIZe ^ 


即 (2. 21) 中 等 号 成 立 . 

T] A n 253 时 ,MM 为 单 形 的 外 心 既 不 是 使 (2. 21) 中 等 号 成 立 
的 充分 条 件 又 不 是 必要 条 件 , 故 猜想 中 关于 (2. 21) 中 等 号 成 立 的 
充 要 条 件 不 正确 . 

(D 由 [11] 中 结论 知道 , 当 2-2 时 ,不 等 式 (2. 21) 对 2 HEBR 
形 ( 人 入 A14,4,) 外 接 圆 内 任意 一 点 M 都 成 立 , 而 n 袜 3 时 ,我 们 在 定 
理 2 中 仅 对 > 内 或 > 的 “侧面 "内 任意 一 点 证 明了 (2. 21) 成 立 . 
和 月 然 要 问 : 当 a> 时 ,使 (2. 21) 成 立 的 点 好 的 集合 S, 是 什么 ? 这 
个 问题 有 待 进一步 讨论 ， 
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涉及 两 个 单 形 的 一 类 不 等 式 


宁波 大 学 应 用 数学 条 (315211) 
中 国 科学 院 数 学 所 (100080) 


EXA RET TAERAA, 


定理 DADs Y n H8 Euclid FA 本 (六 2) 中 的 两 个 
RIE, ERR TIE ab 1.2, LO ,它们 的 体积 分 别 
M Ei 


Pu 
"I x 


qus SS Zo eed z29 a a -p en: KAAL 


| (D 
等 号 成 立 当 且 仅 当 25 8 Dos 均 为 正则 单 节 . 
JLT 3138. 
| BIRI 设 a,6yc FLA TERIIRURAABC 的 三 边 长 和 面积 
edu 


[152 164 P Des 4- 24285? 28 — a! 8 5 一 el " (2) 


| 等 号 成 立 当 a-—b-—c, 


(EGO NUECHCF BESE 5E Ie 3209890 llc H 83.1987 IE 3 H 16 H. 
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引 理 221 在 x 维 单 形 的 体积 V 及 其 诸 n— 1 维 单 形 边界 的 
体积 V G=, 2 十 1) 之 间 有 不 等 式 : 


v< aF ERRET] ilv. NES (3) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 该 单 形 正 则 . 
引 理 3 在 n>2) 维 单 形 的 体积 V 及 其 诸 三 角形 侧面 积 A 
(77-1,2,-:,6 eoo TO 


i 
Ts OD] yin (4) 


(n--102" 
等 号 成 立 当 用 仅 当 该 单 形 正则 . 
引 理 4" 在 ” 维 单 形 的 体积 及 诸 楼 长 wwG 一 1,2,，…， 
c+1) 之 间 有 不 等 式 : 


n! v«[*5: 


等 导 成 立 当 是 仅 当 该 单 形 正则 . 
引 理 5 在 ”>2) 维 单 形 的 体积 和 它 诸 棱 长 w(r 一 1,2,…， 
ct 之 间 , 当 0< < 时 ， ls 


jg "are "be, (5) 


DE afa "onse ?n* (n? -p$ 


Fx a : d 


等 号 成 立 当 且 仅 当 该 单 形 正 则 . 
证 明 记 n 维 单 形 的 三 角形 侧面 A 的 三 条 边 长 为 au aua 
{正二 11,2,… ,e311)，, 旭 


"H+: 
(6) 左 边 2! (aiai + alati - 2atyat; — aii — ail — att) +Q, 
其 中 Q 是 2C — 6Ci44 (= 6C1, JE aja” 之 和 tai 与 a; 不 在 一 个 
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三 角形 上 . 用 引 理 1, 得 


Cat] 1647)? 
oza E=] +e; 


ENT EE R 


Mii i ect Fa] n MET) ; 
1 


i=l 


(ERC i, 
用 引 理 3 和 4, 得 
agac [I] [2260 
[eere 
ee E TP va, 


Gc D2G-DG-2 , [£e yw 
4 n+i 


28/n 
| yu 十 6C; 


十 


二 (6) 右边 . 
由 上 述 过 程 不 难看 出 ， iui 号 成 立 当 且 仅 当 单 形 正 则 . 


— ÓÀ9 =>. B3B 5 X Cauchy 不 等 
式 , 可 得 


n Dab 4-92 2 n Cn: -p| SL u y tiny ttn 
r Di 十 1 


<fa 六 ,at 十 22 28- 2 n!(n 2 MM ve^ x "S" 
«( $e) 3728 


He n BOR AES CD SER GE BEAR HE RAED 和 Dau 33 
为 正则 . 
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几 点 注 记 : 

1° :354,4—2.0—] Bf. (1) 是 Neuberg-Pedoe 不 等 式 , 但 这 时 
等 号 成 立 的 条 件 是 两 个 三 角形 对 应 相似 ， 

2” 不 难 由 引 理 5 推 得 


n 
ntl 


^" 
28 28 -Í | 49 
22 au aj 
yen. rues 


225 !h(n-- D (m+n -o| S] yen, (7) 
n+l 
HAERE SE fER[TS 
Zua*C(2 8! — 28!) 


2 =~ 29:n 
S2 n(n +D ntn) SEL Vv”, (8) 


M 0—1 和 广 时 ,上 式 是 苏 化 明 在 [3 中 建立 的 ， 
3” 将 不 等 式 (6) 两 边 开 6 次 方 .并 分 6-70, BEES 4. 
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x 
s 
ss 
> 
TUR 
EH 


关于 联系 两 个 单 形 的 几何 恒等式 及 启用 


PES MET 
3835 XR Je X E (i A ,261041) 


XT on 维 欧 氏 空间 E" 中 二 单 形 之 间 的 几何 关系 的 研究 ,一 向 
是 距离 几何 中 被 关注 的 课题 . 如 仅 就 周知 的 涉及 两 个 二 维 单 形 的 
Neuberg-Pedoe 不 等 式 而 言 ,1942 年 Pedoe!! 给 出 其 第 一 个 证 明 ， 
此 后 数 十 年 中 ,Pedoe 和 别人 又 相继 提供 了 许多 新 的 证 明 , 邢 何 的 
或 纯 代 数 的 '*1,Pedoe 的 最 近 的 一 个 证 明 发 表 于 1976 年 中 ,而 到 
1981 年 又 由 杨 路 , 张 景 中 将 其 推广 到 高 维 空间 5 

本 文 的 结果 在 于 给 出 联系 两 个 单 形 的 一 个 恒等式 ,并 由 此 推 
出 了 一 些 新 的 涉及 两 个 单 形 的 不 等 式 . 

令 4、24' 表 示 En rp OE EIUS BEA ID (poe, 
pea) I Ups pum paahi on 维 体 积分 别 为 VV'， 
21 Gk 21 vp TUR (或 p,) 相 对 的 侧面 EOR PP,) 之 一 1 维 
fk BUS U.GRU': 22 (或 2 站) 之 顶点 所 (或 p) 到 (或 3， 
DI TAE MORTE ICE d PM h). 

4 G,) (OU D 4 RS RA. Lh GG, j— 1,2, n D ROE 
素 之 ntl 阶 方 阵 . 我 们 将 证 明 如 下 的 定理 . 


* 本 文 发 表 在 {数学 进展 3301992) , 收 稿 日 期 ,1990 年 2 月 14H. 
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XEROXPEDDEDEATÓEGEIO.2204 


2011) VV' ntl 
A EEE E E (D 


证 明 令 Eque 2 的 侧面 F. 所 在 = 一 1 维 超 平面 方程 为 


annit d=0 Gel D, 
ax | 


{k Cramer 法 则 易 知 F: 所 对 顶点 p ZERERA 
Aa A, i 
[pem]. 
这 里 D, ASQ 1,2, 22r 9l dE 


$6v»e»sescovpSeos04)904000e»5245225992990500 
人 all rti, 7 srl d, 


Pd; Ras BUR FX. 


F, 上 之 高 线 长 为 
|j: +a; || [Sa Jer. 
"o 
从 而 单 形 2,2 nm 
v= 一 (2 


BC i—1,2,.-1, 将 所 得 诸 等 式 连 乘 ， 得 
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Ieta a n+l 


Ve p=) (3) 


enj fioi] p 


[r] sE 
nl 
[Tv.la rn 
ERES T (4) 
nil n+l n 
全 aa 
i 1 i21 点 一 工 
和 由 (37》、(4) 林 得 
mc my gm Ec AME T. os I ndi 


Lr tiono Sai [m 
> 之 B8 22m 的 有 向 路 离 


2 
h gan pt 


n 
x i2 
a E 


Ł=] 
便 有 
au As ta D, 
k=] ] 
det Chy) = det ~ 一 一 | 一 
V (2 td 
tD JD) tipi Se 
g i 1 J1 
T dii aw — di 
az aiz d'y d 
nill ajl, axi diu 
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As Aa As. D, 
X 和 
2. du A ].2 Ana n Dii 
A La (6) 
ati ai] n 
+ [p211] 2245 
t=] z-i k= | 
[a] E 
det!) S — — E (7) 
jl a+] »3 > 
EPIR Z 
ATMA 
faIl] 
det (hu det Q^) =—— E P 
"ti 
E Un | S" Xe 
:三 1 =] 
HEA CORO). 
推论 1 对 于 之 /、>)', 有 
|det (Ch,,)det (À',,) | 
(nH ! « 2i? 15 -— 
<[ | "Oe (9) 
idet GA, )det CA',,) | 
(nH? * Qi De raid 
n e-orP t Ssjt I 


(10) 
(9)、(10) 中 的 等 号 当 2 、 27' 均 为 正则 时 成 立 . 
证 明 ”将 不 等 式 C 
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v« mi [ ez 0E] Tag 
(其 等 嘲 当 单 形 为 正则 时 成 立 ) 和 算术 几何 平均 不 等 式 应 用 于 (1) 


HUfSC0), C100, EE 0, (9), TODT ELIT AS Dy 均 为 正则 时 
成 立 .证 毕 . 


竺 别 地 . 当 与 >)' 完 全 重合 时 ,(9) 退 化 为 联系 同一 单 失 的 
n 维 体积 Y RUE TER K A 的 不 等 式 


VEL [ce J] > Tet, (11) 


《1ji) 为 文献 [7] 的 结果 之 一 . 
类 似 地 , 汀 讨论 (10) 之 特例 ,此 略 . | 
如 再 考虑 由 Korchmaros F 1974 年 所 证 实 的 关于 单 形 的 体 
积 V 和 请 棱 长 p, 0. j=l ,250 十 1) 的 不 等 式 BI 
" vs| 人 | i i | 2s Lu 
《其 等 号 当 单 形 为 正则 时 成 立 ), 示 用 推论 1 又 可 得 以 下 结果 ; 
推论 2 对 之 )、 XSH 


Idet (h, deta <| 号 2i] 


Mu na. 
对 应 于 推论 1 的 特殊 情形 ,这 这 里 有 
Pht -Tl ss (13) 


| ] Li~ jn 


"d | | pya)”, (12) 
jde yari 


参考 文献 
[JPedoe D., An Inequality for two triangles, Proc. Camb. Phil. Soc. . 38 
(19425,397- 398. 
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[4] Pedoe D., Inside-outside. the Neuberg-Pedoe Inequality. Univ. 
Heograd. Publ. Elektrotehn. Fak. Ser. Mai. Fiz. No. 541—576(1976)2, 
95-—97. 

[5 ]Carlitz L.. An Inequality Involving the Area of Two Triangles, Amer. 
Math. Monthly, 78(1971)5,772. 

[6] o Ft. 3K JR P , Neuberg-Pedoe 不 等 式 的 高 维 推广 ,数学 学 报 ,24 : 3 
(1981). 

[7] 张 用 中 . 杨 路 ,关于 有 限 质 点 组 的 - -类 儿 何 不 等 式 ,中 国 科技 大 学 学 报 ， 
11 : 2(1981). 

[8]Korchmaros, G., Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis. Met. 
Natur. , 56(8);(1974)0 , No. 6,876-- 879. 
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E" 中 的 正弦 定理 及 应 用 


刘 根 洪 
苏州 大 学 数学 条 (江苏 ,215006) 


E 中 的 正弦 定理 

为 行文 方便 , 先 约定 一 些 记号 .并 引进 单 形 顶 点 角 的 定义 ， 

i E H E dil 2s "EHE 一 1PoP PA E 
集 . 记 

gU PPS]. 
V —idetGrfP eum) — PU eum 

EI Ln 个 KE "为 边 作 出 H 维 的 Yr 2n 面体 的 体 H 
CRE E 的 项 点 集 S = Pon P E YIT E cB a 
#1), 

V; — |detCr repr Due Ue, er) | 

=pl pep T paT a r 

表示 以 nn 1 个 矢量 rh, Uus Urt ar HEH a]l 
HE FIT 2 D ré UE n RC RTL RE E 7T Pae, Pis 
Pace Pa BE EISE: E m B ERBOG-0,1, o0, Rm 
DG Vue p) ERE 0,2? B3 Gram 行列 式 . 


€ 此 文 发 表 在 # 数 学 研究 与 评 论 和 (1989) , 收 稿 日 期 :1986 年 8 月 13 日 ， 
收入 本 书 时 有 删节 . 
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pes uvm cM 

分 别 表示 n ERE E I n —1 ERE CP PLoS Pa PRG 
fk 816 —0. 1. 50. p,— PP, Kor RRE POBIRK, 
Ler enar DORR E" PARE aee ,x 所 生成 的 子 空间 . 

关于 单 形 顶点 角 的 概念 

定义 ik E E E" pH nte 分 别 是 序 的 z 十 1 
个 界面 上 的 单位 法 矢 基 , 记 pde abso ese S 
FRIJER a, — aresin D [2g A (658 i A RIEEBEOGE TA f. 

根据 单 尼 质点 角 的 定义 .可 得 下 列 命题 : 

命题 设 a, 为 刁 中 半 维 单 形 亩 的 第 ;个 界面 所 对 应 的 顶点 
fü .V dé Bo S v — {P ,PP 所 支撑 的 平 形 多 面体 的 体积 ， 
VER: 个 界面 的 顶点 集 {P LPS Paus PONE PERS 
?2. 1 维 平 行 多 面体 的 体积 , 则 


sina, — V" Ji | G0 1n; 
fU p 


证 明 在 E" HER EZERA ,并 设 EE E E E e 分 别 表示 
TE xy emet ons 轴 方 向 的 单位 矢量 . FE E" bART =r T 
HE - RRA 


= Due, (—1,2.--.»).a, € R. 


由 格拉 斯 曼 (Grassmann) 代 数 可 知 ， 
rP Ax? A Azt DAUDA Ag” 


rU 


aij KST di; I Gi 

z : ^ EH KEF dai à, 
=h J N24 A424 了 l| nteteneane toned tenoreasan 

Cn s, A d, | Cr 
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e, Ae, A Nei Aep UN Aes 
ii An J det(a; HER Qa4 的 代数 侠 子 式 (i ,二 1 2，… mn) ,此 
时 了 可 得 


V, — [det Cz? rP, e cU D get, he, ) | 


一 | > =1,2)), 
B 
e=7/17 |7 2 rie,, 
Hir” ,ri)=0 (7 一 1 一 1 十 1 ， 
则 可 解 得 
e= 20A / | 2221] 701,7. 
得 以 
sine, = |det(e ,& ,***,6,) | 
E SE PM EDT An] 
={1/ H( 2223] les i M 


ln A, Mais A. 


类 似 地 可 证 得 
sins. Vf TT V, (/—1.2,:,2). 


从 市 命题 得 证 . 
由 上 述 命题 易 得 E" 中 的 正弦 定理 1. 
”正弦 定理 1 EV REG 维 单 形 NIRE IP, 
Pi,*… ,了 P+ 所 支撑 的 平行 多 面体 的 体积 ,VV 为 由 顶点 集 on (ns, 
Potes PiP, ate P o R A E] nc 维 单 形 的 平行 多 面体 的 
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体积 ,a 为 € 的 第 i 个 界面 所 对 应 的 项 点 前 二 0,1,…,n), 则 


sina, sina, _ Sina, QUE OD 
ging NEC imo PT. + 
Ve V, E RE | | V, 
= 0 
sina, sina, sina —— (mv ! — (1)' 
Uo — 


(1i—1)1 f Iv. 
:—4 
正弦 定理 2 设 L= {Pu Piee PHA n 维 单 形 E 的 顶点 
dA . 0, E 的 两 个 n— l HE H Pas Po a P, ay Piris PL) 
(Pos Pistes Pi Panase PORTA Z E. 又 设 Bs n—} 维 单 形 
《PP 的 第 1 ^ $8 BrXg PB ING 
—].2.:.2) Dil 


SEN fon z- sin non] Sinp . n=? n.. sing, (2) 
al sinĝ,, zt | sin), - [I sizo, sind, - | | sinf, 
Ppr, JEn) Tia i E E b” gesly 
pois i MIL ^x 


为 证 明定 理 2， 需要 下 面 两 个 引 理 ， 
引 理 1 GU vena E" HI mE 维 单 形 ,y RT 
空间 L(x e ,x ) 的 任 一 矢 基 ,再 由 矢量 x 的 末端 P qe LG, 
EERE. HE KAMERKA AN. 
则 


BARERI | y E ZA. 
gig 2 设 两 个 m E E Poste, Pa Pad B Pesta Panis 
1) 的 交角 为 8, 而 m n — 1, Mij 


(p. 30 TEET oy e Pere g” ye 
reu dr mm S. r0 )1 -Tr ,ee IV. Qgy0s D yz 


图 1 给 出 了 在 E! 中 求 三 维 单 形 (P,,Pi,P,,P;) 中 的 两 个 二 
维 单 形 (Po, 了 P,P,) 与 (P,,P,,P;) 间 交角 8 的 示意 图 . 
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sinf = 


现 何 到 定理 2 的 证 


P, 
Bj. 
应 用 定理 1 和 引 理 2 
可 得 小 列 呈 个 等 式 ， " p, 
5-ài ` 
sinas sing, ] 1sin6,, N 
了 1 4 
sina, —sinf,, 1| | sing,，.， n 
J 二 |] 
[| 1 


sina, 一 sin | Sing。 


从 上 而 个 等 式 ， 便 可 得 E" pt Bep fA Fa 38 s 


_ sinf, sin 20 Bins, 2 _ P sing, 
gi sin, d | 人 sinB, - Bai sin, 
A i in T A : Ed 
| 作为 定理 2 BUTEERTIR UL 25 n= 3 时 ,对 于 四 而 体 Ps PiPPa, 


Wi] f$ 


sing, — sing - sings 
sing ， ~ sinf ， sing,, 


X 3E de o8 06 EK rh] — fg PERS 15 3X E PR. 这 里 9), 所 ,人 ;分 别 是 平面 
PoP, Pa, PoPaa PoP Pas PoPa Pa PoP Pa PaP Pa 间 的 交角 .而 
Bac Z P, PaPa Bo 5AP PoPa Bam LPP P LIR 0X. 
| E" 中 正弦 定理 1 的 应 用 
为 阐明 定理 1 的 应 用 , 需 用 到 下 述 重 要 命题 . 称 它 为 正 站 性质 
定理 . 
正弦 性 质 定理 ”在 定理 1 的 假 没 条 件 下 .有 


| NT as] 一 | . 


(3) 


证 明 KEDR, RRETA: 
4 


jme 


inl -Dr 
d 


Ze/Tles 
成 立即 可 . 


WE n ERE E BS LES SOS AS {Pao Piot ,Po ,顶点 了 Ps, 了 Pi， 
LP? 赋予 的 质量 分 别 为 mms, maa. S TER SC 中 的 k+1 
个 项 点 P3 :Pn ttt Pa. 将 其 所 支撑 的 k 维 单 形 的 体积 记 为 Visit? 
再 令 
M= 24 2 si 2mm, mul, e, ISS), 
nr y 
M= Zum v9, 
则 有 rd 
[Q—D1 G1» 
ep IYF 
等 号 当 且 仅 当 sc pus SERE EROS ERIS ILS ERD. 
SE bx HIE k=n =l, =n, m =V M EV Map v, 
则 有 


(n! MO Gskcixin, 


| 9371 vn . E : (yc T i 
| -oO nl SS 
(vi * vien? e yy Pilas TF (n! Aw ^ 


不 妨 设 vtu COS jn — 0. D] Esse Re 
[5L ISTIT [Tee] > Ta Cs | > ， 
UMEN pa 


ule [CEST | 


即 Thapsia 
从 而 得 


Su TI] zH "G—DI'? 


(nuv)? Eia 
H TE 3% E JE A IE SZ ER E FE BI ARLA FREE : 
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推论 1 HS SGOR E PWA n EAEN f8, SUE € 
的 体积 和 它 的 ntl n — 1 HERUOE RS IE RAAH v CIO Lv CHO 
示 , 顶 点 角 用 a; CÁO 3€ MWA 


n 
. LI 2 am. 
limsup pam a =e 
mn-—-oco t0 


推论 2 Hb vfwG-—0,.1,-- mM ÍIKIK de n ESAE V 的 体积 
及 ?一 ] 维 单 形 的 体积 , 则 
|on/L GP 一 131 


— i£ 0.4" 
TS Ae EE] (IJa) (4) 


参考 文献 
{1 JBlumenthal, L. M. , Theory and Applications of Distance Geometry, Znd 
ed, New York. 1970. 
[2] 杨 路 . 张 景 中 ,数学 学 报 ,23(1980) ,No. 5, 740—749. 
[3] 杨 路 . 张 景 中 ,关于 质点 组 的 一 类 几何 不 等 式 , 中 国 科学 技术 大 学 学 报 ， 
Vol. 11,No. 2(1982),1 —8. 
[4]Korchmaros, C., Atti Accai, Naz. Lincci Rend. cl. sci. Fis. Mat. 
Natur. ,(8)56(1974) .No. 6,876—879. 
[5]Déórband, W., Determinantensátze and Simplexeigenschaften. Math. 
Nachr. ,44(1970),295— 304. 
[6 ]Pedoe. D. , Amer. Math. Monthly, 77(1970),711— 721. 
L7 JB ER 35 EE oe FER EUSR 1101984) ,23-- 26. 
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[9] 华 罗 庚 ,高 等 数学 引 论 . 科学 出 版 社 (1984)， 
[10JT.E. 希 洛 大 ,线性 空间 引 论 (1957) ,178 -179. 
评注 ; 单 形 顶 点 角 的 正 长 定理 最 早 由 P. Bortos 所 建立 ,本 文 用 另 
一 方法 证 明了 这 一 定理 . 单 形 项 点 角 的 不 等 式 (3) 最 早 由 落 
星 灼 所 建立 ,这 里 给 出 了 一 种 简单 证 明 ， 
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XT K RDA AREZ ERK p; RE 


冷 岗 检 
湖南 教育 学 院 数 学 条 (长 沙 ,410012》 


1968 um Barts 5| PE T H 维 单 形 硕 点 骨 的 概念 ， 

BOR E 中 的 HESOE Ege, 依次 是 吕 的 2 十 1 个 界 
面 上 的 单位 法 向 基 , 令 

D,=det Ce, 2) ,* 6 pete. 

WE 6, — arcsin | D, | € X JJ It 880 BA SB i 个 界面 对 应 的 项 点 角 . 从 
ixr sg X. Hi A. Bartos E T n PENEI GE E: 

WV on» ERE Q I ERBUV, ERRAR ARA] 
维 体积 , 则 


y (n=-1)! [ v. 
sin; 4^ (ay yi — (£— 0,1, m). (1) 


后 来 ,Eriksson 和 刘 根 潜在 [2]、[3] 中 又 分 别 用 不 同 的 方法 证 明了 
Bartes 的 正弦 定理 (1). 从 Bartos 正 弱冠 理 出 发 ,将 星 炊 在 [4] 中 证 
明了 一 个 有 趣 的 不 等 式 ， 


Dosing 6]. (2) 


* 本文 发 表 在 4 数学 杂志 ?3(1993) , 收 稿 日 期 :1990 年 10 万 12 H. 
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本 文 给 出 级 顶点 角 的 慨 念 ,建立 关于 级 顶点 角 的 正弦 定 
理 . 这 个 结论 是 Bartos IESE 4E ER USE T. 作为 应 用 ,我 们 建立 了 关 
十 二 面 角 的 入 弦 定 埋 ;推导 出 两 个 单 形 相 和 似 的 一 个 充 要 条 件 ; 最 后 
推广 了 不 等 式 (2)， 

1. K 级 顶点 角 的 概念 

设 E" 中 的 有 维 单 形 旭 ,顶点 集 为 t= Pas Piset Pa) sos 
sg 依次 是 顶点 P,P,… ,了 ,所 对 应 的 4 十 1 个 界面 上 的 单位 法 
向 量 , 任 取 其 中 个 向 量 5 ,5 enn ET EATER Gram 行 
Ji A D; Ut] fü 

Qi, —arcsin V D, 

叫做 由 顶点 P,P,，…, 忆 ,所 确定 的 级 顶点 角 . 有 时 ,我 们 还 把 
Ooy on RA TAP, 已 } 为 项 点 集 的 ”一 上 维 单 形 所 对 应 
B) b SETS fe. 

易 匈 ,Bartos 所 证 义 的 质点 和 角 概 念 是 上 面 上 级 顶点 角 概 念 的 
-个 特例 LB k= n 时 的 级 顶点 角 ， 

2. K 级 正弦 定理 

定理 1 dn ÆRE NWAR r= {Ps Pir PP, 所 对 
应 的 n—1 维 界面 的 体积 为 V,,B 的 体积 为 了 ,任意 给 定 的 上 级 顶 
点 角色 ,所 对 应 的 一 上 维 单 形 的 体积 为 V,，..，,, 则 


V -V V (n—1)! | Iv. 


Jy f Ja—4 Jg" hr A LLL 
EY 


sind, , .... aSK), aVF 
其 中 ALAL j A LaL met .1,2:-n8— 
TER: 

我 们 可 简称 定理 1 W k EE. HUE — n. N4 Barto E3% 
定理 . 

3. 应 用 


415 


定理 2( 关 于 二 面 角 的 正弦 定理 》 设 单 形 吕 的 顶点 集 = 
= {Pp Pie Pn ERBA 已 ,已 所 对 应 的 两 个 ”一 1 维 界面 
所 成 的 一 面 角 为 8,, 顶 点 集 e/ UP. PL BCSCTERI n—2 维 单 形 的 体 
积 为 Verp rao M] 
下 -PE E pr 
VV sinf, nV 
定理 3 设 单 形 吕 的 质点 集 T= {Po Pi Pa) RE O N 
点 集 卫 一 1P PP HARR r 和 二 的 绕 向 相同 , 则 2 与 
他 相似 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 ?7,7* 有 
Vr Vouei VES. 
y'o» Vp. pM 
定理 4 Ron ERE NARAR r= {Po PiP, ,任意 的 
k AEA P, ,Pi,，"… ,Pi 所 确定 的 & 级 顶点 角 为 2, Gn 1), 
顶点 集 tr/{P,} 确 定 的 n 级 顶点 角 仍 记 为 9., 则 . 
| b» sin?0, | | 
| > sinzg | | 
AES 25 BU4 GE N 为 正则 单 形 时 成 立 . 
在 定理 4 中 取 *=1, 则 得 不 等 式 (2), 因 此 不 等 式 (4) 是 (2) 的 
一 个 推广 


TENE" 


参考 文献 

[1JBartos. P. saspois Pest Mat, 93(1968),273— 277. 
[2 Eriksson F. Geometriac dedicate ,7 (1978),71 -80. 
IURA, E" 中 的 工 弦 定理 及 应用 ,数学 研究 与 洋 论 ,9(1989) ,45 -52. 
[4] EE IE ,数学 年 刊 8A ,6(1987) ,668 一 670. 
[5J 杨 路 、. 张 景 中 ,数学 学 报 23,5(1980) ,742 一 749. 
[6j 张 景 中 、 杨 路 ,中 国 科 大 学 报 11,2(1981) ,1- -8. 
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E TN 


XTN MAE REA 


林 祖 成 


湖北 黄石 市 有 色 一 中 (435005) 


在 N 维 欧 氏 空间 EU 的 距离 几何 研究 中 ,人 们 得 到 了 许多 联 
系 N 维 单 形 的 楼 长 .体积 .宽度 的 几何 不 等 式 , 但 联系 着 单 形 中 有 
关 元 素 的 长 度 之 比 的 不 等 式 并 不 多 见 .本文 将 建 并 这样 一 类 不 等 
x. 

定理 K NHR AA As I Tc A 所 对 的 面 的 高 为 
h ,该 面 外 的 旁 切 球 半 径 为 7,, 则 有 


Tu 
2, tND), 


E 25 ML yp No 155, 


h hartha, 
E T AAT 


"EE n. Nem zxglf, i^ s nhé ji ror 


等 号 当 且 仅 当 入 ne 4i4…4x， 的 各 侧面 的 面积 相等 时 
成 立 . 
证 明定 理 时 ,需要 作 如 下 预备 上 工作 ， 
* 本 文 发 表 在 (数学 的 实践 与 认识 和 2(1994) ,收入 本 书 时 有 删节 . 
417 


引 理 d N HERUE ALAS As BRA V-A A, 所 对 的 
而 的 面积 为 人 ,该 面 外 的 旁 切 球 半径 为 mr, 则 有 
HE D . (OD) 
243,728, 


引 理 的 证 明 只 \ 要 仿照 文 [6] 由 附录 1 JF ERECTO E dx Hu 去 
共 平 凡 的 叙述 .在 证 明定 理 时 ,为 了 方 穗 起 多 ,我 们 还 引入 如 下 记 


^a 

v-I 

A, -|ls; 
r=] 

A— 2 $4 
Izzne NAI 

AM 
ETE ls. 


在 证 定理 时 ,我 们 只 证 定理 中 前 三 个 不 等 式 ,其 他 的 不 等 式 可 
由 本 文 的 方法 类 似 地 获得 证 明 . 


WEBB ur 
> 
— (Cy e (N-- DON — 1). (2) 
E 
h,— NV/S,, (3) 
由 (1)、(3), 知 
2 
roo S. EI i: (4) 
于 是 (2) 等 价 于 
N-i A, 
27> g OC. (5) 
Pe: 
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(YA NS | 
| LIE aer. (6) 
H 
-l S 
23 =1. (7) 
pom L 


rh C62, C AR CO ER E JA mE CO E ELA EB XD LAS I 
的 条 件 如 定理 中 所 述 . 类 似 地 可 证 明 其 它 儿 个 不 等 式 ， 
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关于 单 形 的 一 个 猜想 及 两 个 不 等 式 " 


LE me 
站 下 师范 专科 学 校 数学 条 (江苏 ,224002》 


设 AA A, AI n ERREN E" 中 的 一 个 单 形 5S, 它 的 重心 
HÀ GAG X 1 的 对 面 于 GG, H nl 维 单 形 AAA, LA vn 
An 的 重心 ), 交 3 的 外 接 球面 天 于 4 一 0,1,…，,z)， 

W S HRKI IN a5 AA G j 0 1e zz 天 帮 , 它 的 中 
线 长 为 m — A(G,G —0, 1, o0. S 的 第 i 个 面 为 x 一 1 维 单 形 
AoA A, LACAN fo ER nal 维 体积 为 S,Gi=0,1,*…， 
n). G, 3 li f, 和 f 所 成 的 内 二 面 角 . 

本 文 证 明了 苏 化 明 丰 [1]( 数 学 季刊 4(1)) 中 提出 的 猜想 是 正 
位 的 ,得 到 下 面 的 定理 1, 同 时 还 得 到 了 与 其 相关 的 定理 2 和 定理 
3. 


定理 1 

Ne 

2, ac?"-L (1) 
定理 2 


-OAROXOR A eG ALIAE 38 1401992) llc H 84,1992 年 7 月 14 日. 收 
和 人 本 书 时 月 删节. 
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=; (2) 


定理 3 
B2 cos” (à ati (3) 


HoBOOR(GONS HL (CA SUE S 的 所 有 中 线 长 相等 时 等 号 成 立 ， 
GI BUS TUE S 的 所 有 内 二 面 角 相等 时 等 号 成 立 ， 
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度量 和 与 Alexander H pre 


杨 路 xm 
中 国 衬 学 院 成 都 分 院 数理 科学 研究 室 (610041) 


近期 R. Alexander 在 度量 几何 研究 中 提出 了 度 甚 和 与 对 称 
化 的 基本 概念 .本 文 作 了 进一步 上 作 ,建立 了 度量 和 与 对 称 化 不 增 
高 空间 维 数 的 一 个 充 要 条 件 ; 并 举例 说 明 其 应 用 . 


31 中 mg 


Alexander! ^? £& e BE kf JL fp b By Hj BE ib nr ek FE EECE M G 
方法 . 他 特别 指出 ,这 -方法 与 Salleer 的 “ 弦 的 伸展 定理 ? 相 结 
合 , 用 以 解决 某 些 几何 极 值 问题 是 卓有成效 的 . 

设 欧 氏 空间 中 有 m 个 点 列 , 每 个 点 列 的 项 数 圾 为 N :; 

,= iriri srk = 12 (1.1) 
如 果 能 找到 一 个 点 列 名 = (rir ,rx}) ,使 


nn f= (1. 2) 
对 7 ,7 二 1,2,…,N 都 成 立 , 我 们 就 说 点 列 他 是 这 组 点 列 {@@ ,3,， 


* 本 文 发 表 在 《数学 年 刊 38A : 2(1987) BRE H 8.1984 4: 4 H 10 H 
(初稿 ),1985 年 5 月 11 日 (修改 稿 )， 
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的 "度量 和 ”i 为 
(9 —(9,-- G, +e +B. (1. 3) 
显然 ,满足 条 件 (1. 2) 的 全 不 是 唯一 和 的 ,而 是 组 成 … 个 合同 类 ,类 
中 的 每 - -个 点 列 郁 是 {加 Gee GO) EE BERT. 
并 且 ,我 们 又 把 满足 条 件 


It n --2;u-5r MH 
Ha-o 


的 点 列 = LI Fy ZS ) 叫 微 这 组 点 列 (G, ,地 的 “度量 
平均 ”, 记 为 


G— G, 1-9, 8, (.5) 
进一步 考虑 连续 型 度量 和 或 度 其 平均. 设 
= ÍnG.rnG,-:,riisecUcg (1. 6) 


是 由 点 列 构成 的 单 参 数 旋 . An x Hiber 空间 £L 中 能 找到 个 
点 列 G— in PF.) TOES 


B 
Ir, — r,É =| Ir G) — r, £) | dt (1.7) 


对 一 1,2.… N 都 成 立 , 我 们 就 说 点 列 久 是 点 列 族 (对 (ic<cf 
二 PB} 的 度 基 和 ,认为 


© r 
S = [Oar (1.8) 
类 似 地 ,把 满足 条 件 
IR = B = gh Ino — nord (1.9) 


«a 


HE FI) G-— ir Foa tte FQ) CO GO latc a8] di EE (ad 
G Fa) Sa (1.10) 


下 列 事实 是 已 知 的 :对 于 欧 氏 空间 中 任 给 的 一 族 项 数 相 问 
的 点 列 ,它们 的 度量 和 或 度量 平均 一 定 在 有 限 维 或 无 穷 维 的 欧 氏 
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空间 (后 背 指 Hilbert 空间 ) 中 存在 . 

-个 祖 当 重 线 然而 尚未 解决 的 问题 是; 如 果 所 给 的 一 族 点 列 
每 一 个 部 在 五 " 内 ,什么 条 件 能 够 保证 它们 的 度量 和 也 在 六 中 ? 料 
略 言 之 ,上 度量 和 不 增高 宇 间 维 数 的 条 件 是 什么 ? 

Alexander 的 文章 提醒 我 们 去 注意 这 - -问题 . 事实 上 ,如 果 度 
基 和 不 增高 空间 维 数 , 则 往往 难于 所 接应 用 Sallee (0252 fà fe zg T8 
米 达 到 所 要 的 目的 .在 中 正好 遇 1 了 这 样 的 困难 ,以 致 妨碍 了 这 
方法 的 进步 运用 . 

全文 将 针对 这 一 问题 ,给 出 度 鞭 和 不 增高 空间 维 数 的 一 个 充 
要 条 件 , 即 文中 定理 1( 离 散 型 ) 和 定理 4GESEXD. 并 据 此 建立 了 
所 谓 “ 对 你 化 ”*( 定 义 见 后 六 ) 维 数 椒 增 褒 的 条 件 ;应 用 此 条 件 对 
Johnson 的 “个 猜 柜 给 出 了 证 明 ， 


$2 作为 预备 CL EPIBISURO 


ii^ convG 3; 5 4 Gi 的 凸 包 ,这 凸 包 的 维 数 dim (conv 9) 
当然 也 就 是 导 所 占有 的 欧 氏 空间 的 维 数 . 
定理 1 d GO-—G,yLG,L..-LG,,4 
n=max {dim (conv®,)}. (2.1) 
并 设 每 个 点 列 GOCE(QOO-1,2.-- "2) 的 第 一 点 都 洲 存 原点; 则 
dim(convG ) — 4 的 充 要 条 件 是 :存在 一 个 6, c (G,,G, 1 
A- -组 线性 映射 L,LE"— E" 使 得 
L,C&, ) —G, e — 1,2. on. (2. 2) 
将 关系 (2. 2) 表 述 得 详细 些 就 是 ;如果 设 G (rtr es rA, 
则 有 
LG) ri i22. N12, um. (2. 3) 
证 明 AE. 设 
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rli arhei) (r RRI), (2.4) 


Q= (ririri) k=l, 2st Mms (2.5) 
EI A ERES] aX N BER. 又 @ Bo fr EBERT US 
Vi (ri a ha, i=l »Àà s* HEP (2. 6) 


条 件 (2.2) 或 (2.3) 相 当 首 ,对 每 个 一 1,2,…,m 存在 着 nXn 
ARE M, 使 得 


MQ —Q.. (2.7) 
mo. Dui 
max trank (Qu) i =x. (2. 8) 
由 (2.7) 和 (2.8) 必 须 有 
rank (Q, ) —x. (2. 9) 
现在 令 
= Ch) (2.10) 
Her A pon Bo 市 一 个 点 这 样 构成 的 点 E 
H =r P 9 e (2.11? 


当然 全 有 原点 (ri =0) , Jf X S2 ER E ART 
Ir cr; 全 


即 G’ =G, +0, +O. (2.12) 


Q— (riri rs) (2.13) 

表示 相应 的 NXmn Ep. 显然 ,的 全 部 行 向 量 就 是 前 面 (2. 6) 所 
定义 的 VI. 

根据 (2. 7) ,Qi 的 每 一 行 向 量 部 可 以 才 为 Q; 的 行 向 量 的 线性 


* ING, SARA EH A i MERULE T E M E- 
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组 合 ; 即 每 一 个 VERE ELURRM Vis Vh Vi 的 线性 组 合 . 于 
是 
rank (Q) — rank (Q. ) =n» 
m dim(convG* )=rank (Q) =z. 
DEN p C2. D RAI AEG, 中 至 少 有 一 个 占据 空间 的 维 数 
是 ES 不 妨 设 共 为 G, B] 
dim (con®, ) — n. (2.14) 
EE STR C. 40, (2. 100.2. 132 fE HR E Q. 出 假 设 凶 "占据 空间 
HE SC E SE n» ECT 
rank(Q) =n. (2.15) 
XX FF Q EME VEO m 1. 2o mil — 12, MARKER 
组 只 包括 个 向 量 ;根据 (2.14) ,我 们 可 以 取 VS(Q— 1.2.7 2ME 
为 这 样 个 极 大 线性 无 闫 组 . 其 余 的 Vr 都 可 以 通过 它们 线性 表 
出 ;这 等 价 于 存在 线性 映射 LESE" HE L0) — G5, 
HE +E. 
RI 将 定理 1] 叙述 中 之 度量 和 代 之 以 度 项 平均 ,全 部 结论 
PIRE. 
R2 i dimlcon®, )=n(k=1,2 m, BRA G 都 占 有 
n EZK, MRE EA CHR RE PEDE fr n 维 空间 的 充 要 条 件 
An E'- E" 使 得 
Auri) —ri—l.2,:-,Ni;h,k—1,2,7 m. (2.16) 
系 3 如 果 所 有 OLG 1,2, o RUE DB LUCRE 
ERA O X HEBOCPEHMI AE Dix 0581 38. 
WEBA b dim(conv®,)=n (£— 1.2, sm). pif ©, z ih 


* 央 人 "含有 原点 , 它 占 有 空间 的 维 数 应 等 于 它 的 秩 . 
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射 等 价 性 按 系 2 有 


dim (conv (9) =n 
于 是 
dim (conv (G 4- (8) ) =n. (2.17) 
(HAGO 显 然 相 似 对 应 于 久 , 故 占有 相同 维 数 空间 ). 而 (2. 17) 
可 写 为 
dim (conv (G, 4-G), + +n 1-55 =n. (2.18) 
X ye HH HE ERI G AHH +E, + 不 增高 空间 维 数 . 由 系 2 知 


总 应 与 所 有 G 属于 同一 仿 射 类 . 至 于 加, 它 显然 是 同 G 相似 对 应 
83. 
WEH., 
定义 ”将 一 个 多 角形 用 它 的 顶点 按 邻 接 次 序 构成 的 点 列 O5, 
— {rron srw}) 来 表示 ,然后 另外 构造 NN 一 1 个 点 列 如 下 : 
G,— (rars hs 
,= {rar TT }, 
I (2. 19) 


Gu — {ry Fy ry ue. 


我 们 将 这 些 ©, k=] 2; QNOBUSE BOE Tj 
G- Aj GB, -- 9, 4 4-8.) 
所 表示 的 多 角形 叫做 是 原 多 角形 的 “对 称 化 "(为 了 与 Steiner 对 称 
化 相 区 别 , 可 以 将 此 处 的 对 称 化 称 为 Alexander 对 称 化 ). 
在 不 致 引起 混淆 时 ,可 以 对 点 列 及 其 代表 的 多 角形 用 相同 记 
号 表示 ,就 说 多 角形 他 是 多 角形 O, 的 对 称 化 . 
定理 2 i10, 是 一 个 多 角形 * ,名 是 它 的 对 称 化 .加 为 平面 多 


* 这 里 ,不 着 虑 那 种 全 部 硕 点 在 一 直线 上 的 退化 多 角形 . 
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角形 的 充 要 条 件 是 :人 是 一 个 仿 射 正 多 角形 . 
《2,19) 中 的 任何 一 个 G, 都 是 仿 射 等 价 的 . 由 系 1( 或 系 2) 知 二 与 
G, 应 占有 问 维 数 空间 , 即 是 平面 多 角形 . 
必要 性 . 如 果 @ 是 平面 多 角形 . 因为 度量 平均 不 能 降低 空间 
维 数 ,dim(conv@) 二 dim (conv) ;又 据 约定 G, 不 是 那 种 全 部 顶 
点 在 一 直线 上 的 多 角形 , 故 有 dim (conv%,) 宇 2. TEHA? MA 
3, 人 和 所 有 O, 均 属于 同一 个 仿 射 类 . 
4 G— (rp, Ph ET O JE O, 的 对 称 化 ,由 (2. 19) 不 难 
验证 
Ir.—r,| — |F..,—7,.,; (2. 20) 
TA r s—rGXSGUSJ UP E RR pr iX BER O 的 对 称 群 
包含 了 一 个 N 阶 循环 群 作 为 子 群 , 对 于 一 个 平面 N 角形 来 讲 ,这 
恰好 是 它 成 为 正 多 角形 的 条 件 . 
即 然 包 是 正 多 角形 ,与 之 仿 射 对 应 的 @@ 当然 就 是 仿 射 正 多 
角形 了 . 
证 毕 . 
将 此 结果 应 用 于 等 边 多 角形 可 以 得 到 
定理 3 设 @, 是 一 个 等 边 多 角形 ( 边 数 大 于 0,6 是 它 的 对 
称 化 .8 为 一 平面 多 角形 的 充 要 条 件 是 ;3, 是 一 个 平面 正 多 角形 . 
UB] 不妨 设 他 的 各 边 长 皆 为 1, 即 
Ir, r.a | =l, i=], N, (2.21) 
由 定理 2 CES ABE LO 为 平面 多 角形 的 充 要 条 件 是 O, 为 仿 射 正 
多 角形 ;为 证 明 本 定理 ,只 贫 证 明 边 数 大 于 4 的 等 边 仿 射 正 多 和 角形 
一 定 是 平面 正 多 角形 就 够 了 . 
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HERG E AWH EEAE A REFUSA). S 0 
表示 顶点 在 zr B5 G NALS 4 表示 二 和 角形 .irr- B TERR. 
gi E] G, 是 仿 射 正 多 角形 而 有 

Ap A cr 一 Aw. (2. 22) 
骨 结 合 (2. 21) 就 得 到 
sind, =sinf, = + = siny. (2. 23) 

ix j681 G 的 所 有 内 鳃 至 多 能 取 某 两 个 值 ,不 妨 令 其 为 8 和 
z —Ü. 

如 果 OG, 的 所 有 内 角 相 等 , 据 题 设 它 又 是 等 边 的 ,当然 就 是 正 
和 多角 展 ,定理 已 得 证 . 

如 果 G 的 内 角 确 实 取 得 了 两 个 不 同 的 值 D 和 x 一 8 
E 8 CRI UE 6,— 0,0, 9m .0, 这 时 rrr 组 成 AERE. 


至 于 ,有 两 种 可 能 取 值 ;或 是 8 二 9, 这 时 rrr, AUN RUE , 故 
r, Eft T r BG 的 边 数 为 4, 与 题 设 蔬 盾 ; 或 是 人 二 x 一 9<0, 这 
FT O, 的 一 边 rs JEA RE rjrzrsr, 内 部 ,与 他 | 的 西 性 矛 拓 ， 
证 毕 . 
下 面 将 举例 说 明 , 如何 应 用 本 节 所 述 的 几 个 离散 型 的 定理 来 
处 理 某 些 离散 型 的 几何 极 值 问题 . 为 此 还 将 引用 Sallee 的 -个 近 
期 结果 ， 
定理 SC(G.T, Sallee-) O= tr ri ars MHE— T E IKE. 
如 果 久 不 是 -个 平面 多 角形 , 则 必 存 在 一 个 平面 止 多 角形 
对 一 (使得 
|r, — Fii |= |r —-ri | . 
并 且 
| 于 一 下 < 一 r| (2. 24) 
Xt— 9] |i—j|250.1(mnod N) 的 IN. 
例 1 将 多 角形 仿 的 顶点 7 和 4; 决定 的 对 角 线 叫做 “跨度 
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A p cM fik. G B5 BUG PS BEOS p BER EB OP 7T A i 


3 25,09), Bf 
e ji 
2 8) = 2 In -n-, P". ioc 
(2. 25) 
N | 


2,0 D |F, — r,a l^, pus: 
求证 REDI (0/ 22, OARA G OU DEBE e DEIN 


到 最 大 值 . 
证 明 首先 ,对 一 个 固定 的 户 ,由 紧 致 性 可 知 必 存 在 一 个 N 


角形 G, 使 

22,0/ 3), (@)=max{ > (@)/ 六 (@)} 2.20 
如 果 G, 木 是 仿 射 正 多 角形 , 作 它 的 对 称 化 多 ,由 定理 2, 久 不 是 平 
EE & ft. t OZH EE $( 弦 的 伸展 定理 ) 可 得 绊 面 凸 多 角形 


Gg 
2),(8:)2 22,085, 
2,,(9:)2 22,09), 1<p<3. (2. 27) 
男 一 方面 由 对 称 化 的 定义 串 得 
DOA, DB) 22,095. (2.28) 
(2. 29) 


结合 (2. 27) 就 有 
SOS OA A 31 (9. 


此 与 (2. 26) 77 JB. O, 必须 是 仿 射 正 多 角形 . 
而 且 , 这 时 O, HPE O REZAK INESATTA H 


18 2,,/ 22, 是 很 容易 计算 的 ,经 简单 计算 我 们 有 
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max [ $5,(8) / 3,65] 
| sin 2 P sin E) ,341« Rp Ng. 
[rm mr - 
Me x 当 2 一 全 时 ， 
例 2 设 多 角形 世 的 顶点 的 重心 为 六, 诸 项 点 到 ro 的 距离 平 
Hf 


1(®)= Alr rt’, (2.31) 


叫做 G 59 PE. G 各 边 平方 和 仍然 如 例 1 那样 用 D 090 36. 
B. H. Neumann? 曾经 证 明 


2; >2| 1 一 cos r4 了， (2.32) 
这 个 结果 很 容易 从 (2. 30) 推 出 . PROS ARE 
- X, nr A (2. 33) 
从 而 
E l px) 
ix NET ISN g 
I ^ a 了 
sS D i: NK OMNE EN. 
25 E 2x ^7" |sin 4sin! 4 


N 


& 2 zo [1-cos | 1 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 :B@ 是 一 个 伪 射 


IE & f87€. Neumann 也 给 出 了 一 个 等 号 成 立 的 充 要 条 件 , 一 兰 的 
Ae fr tEDGE3EAE--H T FRI. 
$13 每 边 长 为 1 的 等 边 N 角形 , 它 的 中 心 矩 本 超过 N/ 


4sin* =. 这 可 以 从 (2. 32) 直 接 推 出 . 广 而 这 之 ，, Gu E Lg EA 
N 角形 ,其 中 心 矩 不 超过 L'/ANsin? 即 


431 


Li 
Ix T -一 。 (2. 35) 
4Nsin* 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ,所 过 论 的 多 角形 是 平面 工 N É. 
Bla itO BAKARSIN 角形 , 令 


d(p,G)-—minlr, r,.,| (2. 38) 
去 示 岛 的 跨度 为 户 的 芒 的 最 小 值 , [3J 中 猜想 有 
dCp Gs sin P /sin x; (2. 31) 


S BH GU OG 为 平面 正 N 角形 | Saone | 时 成 立 . 这 是 
Johnson 的 一 个 猜想 的 离散 形式 , [3] 中 建议 用 度 基 平 均 的 方法 
来 处 理 ,但 未 能 党 成 其 证 明 . 现 证 明之 如 下 . 
KG 的 所 有 跨度 为 p 的 弦 的 二 阶 平均 记 为 
dc.) - | 5 nu]. (2. 38) 


在 所 有 边 长 为 者 的 等 边 N 角形 中 ,由 紧 至 性 , 必 存 在 一 个 O, 使 得 
dCp,G, ) —max (dp, 85). (2. 39) 
然后 作 G 的 对 称 化 G. 如 果 3 不 是 平面 下 N f OLEO, 
则 由 定理 3.0 必定 不 是 平 而 多 角形 . ER REGE S GE HEURE S 
理 ) 一 定 存在 - ,个 平面 凸 N 角形 Gn , 它 的 每 边 长 为 大 而 其 余 各 对 
角 线 都 严格 大 于 O 中 对 应 的 对 角 线 ;从 而 有 
dp ) 一 2 p.) «Cp, GI ). (2. 40) 
这 说 明 CCP, 人 <maxid(p 加)) , 5 (2. 39) JJ. lit G3, 必须 是 平 
而 正则 多 角形 或 姜 形 ,对 这 两 种 情况 显然 都 有 (经 直接 计算 ) 
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dC.) — Esin ZÈ /sin N- (2. 4) 


X Bl AU dp Dd Go. ik rS t LEE. 事实 上 可 以 
证 明 更 强 的 结论 

dC p, Esin A /sin I 
HNG — AERE N f£ scd XE SERE X Yr. 


853. 连续 型 度量 和 与 对 称 化 


为 了 处 理 连续 型 度 基 和 (其 定义 见 (1. 7) 与 度量 平均 (其 定义 

RA. 9)), 需 要 事先 作 一 些 准 备 . 一 个 项 数 为 d 的 点 列 
地 一 ir ,Fs ra}, 

通常 叫做 是 “占有 最 广 位 置 ? 的 ,如 果 其 凸 包 conv E … 个 4d:-1 
维 的 非 退 化 单 形 ， 

EX- AERA VO SVO rnm uo OSERI 
Iz REI. 

V(G) —convG B d -1 维 体积 ; 

8 V(O) —0. 这 样 定义 的 了 显然 是 d EEG, rsr h 

引 理 1. 对 于 一 族 依赖 填 连续 单 参数 的 点 列 @(2) = irna), 
rerba]. 


! fê B 2 
va (Oodi) > [Vi Oar. (3.1) 


i sies ['Gcode dti (co EH. 
证 明 首先 ,对 于 两 个 点 列 的 度 基 和 G, --G, ,如 果 名 GS, 占 
有 最 广 位 置 的 话 , 文 [10] 的 2%.1* 证 明了 
VG +0) SVG) -yz3(8,), (3. 2) 
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HEE. S O R G 退化 (不 占 右 最 广 位 置 ) 时 (3. 2) 式 仍然 成 
立 . 进而 可 以 推出 
vra] 2:9. | > OV (G,). (3. 3) 
FR aa xr BS PR SETS um bL 8$ 9 
vz5| | ga |> [vi 6a, 
WEHE. 
定理 4 RO= f Goade 
n= sup (dim(convG (51, (3.4) 
JF 3E V E Ca. B), AA O GO BS 95 — d d E EE, 
dim (conv) =n 7582 A Code «FEE 91 GE (G0)]a 
ULRI -~ 族 线性 映射 Li E" >E” 使 得 
LQQD) — GG) act p. (3.5) 
将 条 件 (3. 5) 表 述 得 详细 些 就 是 ; 若 邻 
G (D — {ri ,rt) marge 
则 有 
Líir.GI)-—rG,04—1,2, , Nat p. (3. 6) 
证 明 ”充分 性 的 证 明 训 以 由 定理 1 取 极 限 而 得 到 , 事 属 显然 . 
下 面 是 必要 性 的 证 明 . 
h THER dim TUS ARUH. Et (3. 4) 中 的 上 确 界 必 能 取 到 , 即 
FELE Ca, 9) iE 
dim(convG (7, ) ) 5. (3. 7) 
假如 有 一 个 数 € (ae,8) 使 得 把 GGO RA Goí0B) 4 TEBUS A TE 
在 ,我 们 将 证 明 这 种 情况 下 有 dim ConvG5) >x. 
由 于 dim conv (G (7,5 )) xzdim Cconv (G (7, ))) 一 ?24 我们 可 以 
找到 6G, — TE 2 十 2 项 的 子 列 
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GUD (ir Gur Geor G0) 0. (GL) 
T5 GO E Bs 8 ZR RI Clim Conv 8 G0 — 50 JE EL fE f, 
jg G' Gom S Gu) PETEA 
G' G,5— Er, Gr, GO mr, 0) (3. 9) 
的 线性 映射 L.E"—E" 不 存在 . 
Xp G' GR G GO Pr dE BE. 1, 得 到 
dim (conv (G' (4,5 J- Y (5,5 )) >n. (3. 10) 
但 是 ,2 十 2 TRIER I ART ATIE n 十 1 维 空间 , 故 O G) 
TG GO ERIT DERG BD RE conv (X G7 (0 E Eth 
非 退 化 单 形 而 有 
V (G' (2) 4-8 (2570, (3. 11) 
这 里 了 是 前 面 定 义 过 的 nn 十 2 元 实 函 数 . 
现在 到 一 个 足够 小 的 正 数 7-0. [818 EX [8] A, — [4 —8,5 2-8] 
Ri A; — [1 —80,1 4-8 ] EB E Co, Bo rmi H. AV) A = B. FS A, 
— (a, PN A UA}. 


X 
G a= {rE PL M (3.12) 
作 其 度量 和 O 一 [OOd HO ex 
G' =G 4- G, 4- G,, (3.13) 
其 中 6, = | G coa —1,2,3. 
经 过 换 元 


t Ê 
G, 十 G, = | KEIO 4 GG t md (38.14) 
对 《3. 14) 应 用 引 理 1E. DPE 42-2) f$ 


Vo, TG, — IN "veh Gr MOHOU Ht 一) dt 


(3. 15) 
REA EE RA CEA ERI TC 
gu)-Vsu (9 cor G G5) 
起 + 的 非 负 连续 函数 ,而 且 由 (3.11) 有 
ga) 2: Vs (9 (42-8 0,))720, (3.16) 
故 其 积分 必 取 正信 . 于 是 由 (3. 15) 得 到 
V (3, 二 加 ,) 0, (3.17) 


Bl conv CO, 4- OG,» E :中 非 退 化 单 形 ,也 即 
dim Conv (OG, -- 8,5) — 54-1. 

M iffi dim(convG») dim (con® ) Zedimonv (GO, 41-8, ) >z. 

作为 定理 4 的 推论 ,前 节 中 的 系 1.2、3 都 可 以 平行 推广 到 连 
续 型 ,就 不 必 一 一 证 明了 了 . 今后 在 应 用 中 ,可 对 连续 型 度量 和 或 度 
其 平均 扣 接 引用 系 1.2.3. 

定义 设 C 是 - -条 可 求 长 的 闭 曲 线 , 其 参数 表示 为 rr 
(ossi D). 我们 把 Hilbert 空间 中 一 条 闭 曲 线 CFF), 
(Osce DI fii lx C. He e 的“ 对称 化 ”, 如 果 有 关系 


1 
Iri) — F) |? 一 Af |rt +) — ri, + i)i dt (3.18) 


对 区 间 [0,7"] 中 的 一 切 #,ts 都 成 立 (注意 :将 r(G) 视 为 以 了 为 周 
期 的 函数 , 寺 是 它 对 - : 切 4E (一 ,二 co) 都 有 意义 )， 

这 样 的 对 称 化 的 存在 性 是 早 己 解决 了 的 问题 1 此 外 从 
(3. 18) 可 以 看 到 EK irGO — OD LLUKCDP à —6. 这 样 的 曲线 
C 正 是 Von Neumanni” 和 Schoenberg 用 分 析 上 上 RH 
Hilbert aH P9 BL BE £X, HERT REE- ^p 6 sete e gt. 

定理 5 设 C 是 一 条 可 求 氏 的 平面 闭 曲 线 ,其 参数 表示 为 
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nru), OKT), X4 Ciro le C YESOR c 的 对 称 化 . 则 CC 
为 平面 曲线 的 充 要 条 件 是 : 

O CE- -个 椭圆 ; 

GD 参数 :是 CC ATR K H ARTER RE. 

证 明 VEH. 设 C 是 平面 曲线 ,我 们 来 证 明 , 对 每 一 个 固定 
的 zx 值 ,rGt) hrG 二 2) 部 是 曲线 C 到 自身 的 一 个 仿 射 对 应 , 如 果 
不 是 这 样 , 则 能 找到 C 上 的 4 个 不 共 线 的 点 rO r Gora), 
ri) 和 和 某 个 数 aoE [0,01 ], E48 r(hyHr(t 十 zf 其 中 天 一 1,2，3， 
4) 不 是 线性 对 应 , AZ HEE 4, 点 询 族 

G GO = {r dir Tu) rt Tir tu)? (OxcuxT) 
(3. 19) 
HEHH G— 1 | Sovdu 
肯定 不 是 平面 四 角形 . 从 另 一 方面 看 ,曲线 CC 上 的 点 列 {F(41)， 
Flt) FU) PEDE E F O. GEREG. 18)), 故 局 不 可 能 是 平 
面 曲线 . 这 与 所 设 久 盾 . 由 此 可 见 , 对 每 一 个 固定 的 fri D 
rt 十 zx) 都 是 曲线 C 到 自身 的 - -个 仿 射 对 应 . 再 由 系 3 通过 极限 过 
程 容易 注 明 ,映射 r(z) H>F(t) 也 是 一 个 仿 射 对 应 ,这 对 应 将 曲线 C 
仿 射 地 映 到 其 对 称 化 曲线 C 上. 

前 面 已 经 讲 过 , 闭 曲 线 的 对 称 化 一 定 是 Von Neuman X 
下 的 闭 螺 旋 线 ,而 平面 上 的 闭 螺 旋 线 只 有 图 ,因而 C 必定 是 - -个 
B]. 既然 已 经 证 明 C XE C 的 仿 射 象 , 故 C RRA, (i) 成 立 .“ 

如 果 一 条 可 求 长 曲线 7==F(#) 的 弦 长 1F(41) 一 F(t,) | 只 依赖 于 
参数 值 的 差 一 t;, 这 曲线 (已 知 是 一 螺旋 线 ) 的 弧 长 必然 是 参数 t 
的 线性 函数 ,这 是 [7] 中 Theorem 4 结论 的 一 部 分 . 

这 样 , 我 们 这 个 定理 中 的 对 称 化 曲线 区 :7 一 FOOD 的 参数 + 应 当 
ié C 的 弧 长 :的 线性 函数 . 已 知已 是 -个 圆 ,一 个 圆 的 弧 长 * 为 其 
仿 射 弧 长 4 的 线性 请 数 ( 按 仿 射 弧 长 的 定义 , 见 [8,9], EF RE EE 


437 


滑 的 曲线 ,4 [atO ds Hor eco 是 曲线 的 曲率 函数 ) TC 
的 仿 射 弧 长 4 是 参数 t 的 线性 函数 . 

又 在 仿 射 对 应 下 ,曲线 的 仿 射 弧 长 只 改变 一 个 常数 倍 . 既然 C 
iÉ CH Sirio Prax D Sp C 的 仿 射 弧 长 也 应 为 1 
的 线性 函数 . (让 成 立 ， 

公分 性 比较 显然 , 故 略 去 ， 

证 毕 . 

定理 6 设 C 是 一 条 可 水 长 的 平面 团 曲线 ,其 弧 长 参数 表示 
A r—rGNGOSSL.YXOCir-—rG dC AS s C. 
C 为 平面 曲线 的 充 要 条 件 是 :C 是 一 个 圆 . 

WEBB ”充分 性 十 分 显然 ,一 个 圆 的 按 弧 长 参数 的 对 称 化 必 合 
同 于 自身 . 

必要 性 . 如 果 C 是 平面 曲线 ,由 定理 4( 只 用 到 必要 性 部 分 },C 
必 是 一 个 椭圆 而 且 参 数 :; 是 仿 射 弧 长 4 的 线性 函数 , 注意 到 * 是 弧 
长 参数 ,我 们 有 ( 令 (s) 表 示 C 的 曲率 函数 ) 


[cs — À — as +b. (3. 20) 


微分 之 得 到 EGO — a BI C d& —- B]. 

uH. 

这 个 定理 对 于 应 用 而 言 是 比较 方便 的 . 以 Herda 在 [6] 中 提 
及 (后 来 Alexander 又 在 [3] 中 提 到 ) 的 Johnson 的 一 个 猜想 为 例 ， 
我 们 将 用 对 称 化 的 方法 借助 定理 6 进行 处 理 . 

Bl 5S(Johnson 猜想 ) 设 r(s) 是 闭 曲 线 C 的 自然 参数 表示 , 曲 
线 长 度 为 工 ,又 设 = 是 -AREER O<. 考虑 曲线 上 那些 
KEX a 的 弧 所 张 的 弦 的 最 小 值 ， 


f(g,C)=min|r(sio)— rts)l. (3. 212 
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MUEI 
Fo, Osin TS (3.22) 


等 导 成 立 当 且 仅 当 C 是 CUTS. 

为 证 明 此 命题 ,我 们 可 以 引用 下面 的 

定理 S'(G.T.Sallee4l) 设 C:r=r6s) 是 一 条 可 求 长 闭 曲 
KOSS SL. Wn C 不 是 平面 凸 曲线 , 则 必 存 在 一 条 平面 凸 闭 曲 
HE CU int rn! G)LOSGEL EIS C' 5 CHASERIIKETE LME 

Ir(s)—rGO EZ lrt GO r7 (sy | (3. 23) 
At A ss 0xXscL.0ssLSU.. 

应 该 指出 ,Sallee 只 对 (3. 23» IEH f JR SEE SEEN E [HO UE 
明 , 代 之 以 严格 的 不 等 号 过 时 ,定理 也 是 真 的 . 

例 5 的 证 明 ;不等式 (3. 22) 可 以 由 这 问题 的 离散 模型 , 例 4 的 
(2. 37) 通 过 极限 过 程 得 到 . 剩 下 的 问题 是 求证 等 号 成 立 的 条 件 . 

圆 能 够 使 (3. 22) 取 得 等 号 ,这 无 论 是 由 直接 计算 或 通过 极限 
过 程 都 是 显而易见 的 . 下 面 我 们 假定 C 不 是 圆 , 往 证 Ac,C) 不 能 
取 到 最 大 值 . 

按 (C 的 弧 长 参数 * 作 对称 化 C:7 一 FrGs) ,由 定理 6,G 不 是 平 
面 曲线 . 再 由 定理 S$, 存在 着 一 条 与 C 等 长 的 曲线 C:r* 
=r' (s), {¥ {$ c 

Ir(sd-a) —rG) | x Ir" G-0)— r^ <s) | (3. 24) 
对 一 切 cE (0, 工 ) 都 成 立 . 注意 到 |FCs 十 o) 一 F(s)| 仅 与 a 有关 而 与 
sX, RA 
Ir(sd-o) —rF(s) | «min Ir" CHa) -r Cs) |= f(o,C*). 


(3.25) 
仍 参 照 对 称 化 的 定义 (3. 18 ,我 们 有 
f(c,C) = min|r(s + a) — rís) | 
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«3 [io - rore] 
— Iro) - FG) « f. C). (3. 26) 
这 说 明 Alo,C) 一 /esC7 os sin "Pp c 不 能 使 (3.22) 取 等 号 . 
例 5 证 毕 . 
作 音 曾 在 L11] 中 用 Fourier 展开 的 方法 给 出 一 个 别 证 . 但 此 
处 的 证 法 聊 明 对 称 化 概念 的 效用 . 
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